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Wigtrge tere 8! J. KROSZCZYNSKI 


-widm analizatorami o skonczonej szerokoéci wstegi 


Sees peneRe dostarczono 20. 10. 1953 


ziedzinach ‘wspolezesnej radiotechniki wazna role odgry- 
widm niektérych przebiegow. Praca niniejsza ma za zada-_ 
Z jakimi znieksztatceniami (w stosunku do idealnych wy- 
ie ee’ stosujac przy pomiarach analizatory majace 


t J. Kroszezynski_ 


Jezeli bedziemy przesuwaé w czestotliwosci charakterystyke F(o) (prze- 
strajaé analizator), kolejne wskazania detektora przedstawia funkcje, — 
ktéra jest wynikiem pomiaru widma S(w); funkcje te oznaczymy jako ®. 
Idealnym analizatorem bedziemy nazywali taki analizator, dla ktorego- 
funkcje ® i S(w) sa identyczne dla wszystkich-ezestotliwosci. Latwo wy- 
kazaé, ze idealny analizator nie daje sie fizycznie zrealizowa¢, gdyz mu-_ 
siatby mie¢ nieskoncezenie waska wstege. W zwiazku z powyzszym wynik 
analizy widma dowolnym analizatorem (o skonczonej szerokosci ge 

nie przedstawia baaanego widma wiernie. | 


S(w) 
Sylad 
2A PY & | 
F(w) 


Rys. 1. Schemat bloko- Rys. 2. Ksztatt mierzonego widma i charaktery- 
wy analizatora stykj analizatora w przypadku uproszcezonym 


a. Be 


Aw F(w) 


Dla tatwiejszego wyjasnienia zagadnienia 
mozna rozpatrzy¢ uproszczony przypadek, gdy 
zarowno widmo badane S(w), jak i charaktery- 

Aw»>éd styka analizatora F(m) maja ksztalt prosto- 

katny (pomijajac kwestie praktycznej mozliwo- 

x Sci realizacji takich charakterystyk). Zalozona 

szerokos¢ wstegi analizatora bedzie dw, a sze- 
rokos¢ widma Aw (rys. 2). 

Aby wykreslic ® przy roznych valosenmeee 
co do szerokosci wstegi analizatora, nalezy 
w obliczeniach zalozy¢ pewna charakterystyke 
< detektora, o ktérego wlaSciwosciach dotychezas 

nie byto mowy. Mozna chwilowo przyjac, ze 

wskazania detektora sa proporcjonalne do po- 

wierzchni figury uzyskanej przez wzajemne 
x pomnozenie charakterystyk 2a i 2b zgodnie ze 
ie wzorem (1). Szukana funkcja ma 
oY, Sw» Aw sie wiec jako : 


+0o ne ‘ is 
D(x)= f S(w)-Flo—x)do, — Q) 


Aw=dw 


Rys, 3, Wo! Sak gdzie x oznacza Srodkowa czestotliwos¢ anali- 
Sch a oteni LEAtae zatora (rys. 2b). Sprawa charakterystyki detek- 
na wynik pomiaru w tora poruszona bedzie w sposob — bardziej 


przypadku  uproszezo- 
asthi szcezegdlowy dale}. i gee > 


atora niz pomiarem widma. 
Po tych wstepnych rozwazaniach nalezy przejs¢ do meee te roz- 
iazania ogolnego. 


2. TWIERDZENIE O ANALIZIE~ 


-Wezmy pod uwage przebieg f(t) okreslony (w ogdlnie stosowanym 
a oo jako K = falt) eft. 
0 Y 


irichleta, oraz Ses 


lim mf | fo(t) | dt 4 oo 


I(t)= fo(t) e7»* 

oF): co uprosci dalsze rozwazania, nie ograniczajac jednak Za- 
‘ich stosowalnosci. ; 

: pedzie dany przebieg f,(t) spelniajacy wyzej podane warunki. 


Sto)= f felt) edt. (3) 


at nazywamy przeksztatceniem Fouriera i notujemy symbolicznie 
S(@) =F{fo(t)} - . (4) 


vier enie o modulacji méwi, ze jesli przebieg f(t) (rys. 4) zostanie 
i ae ae ®,, to widmo nowego przebiegu bedzie 


= “ . oo S'(o) =S(@—o,).. 6) 


6 A Kroszczynski 


Dowéd jest bardzo prosty, gaye obliczajad Ss’ (oo) ¥ definic]t otrzymue =e 


S(o)= f Ui) e}e~Hae= 
+00 yer LAS ee 4 
188, f f(t) e-J(e-%)tq¢— - : 
=S(@—o,), ae © 


czego nalezalo dowiesc. 

Widzimy, iz rozwazajac zamiast f(t) przebieg f,(t) nie ine sie nic 
na ogélnosci, gdyz znajac widmo przebiegu f(t). droga prostego przesu- 
niecia mozna uzyska¢ w razie potrzeby widmo przebiegu zmodulowanego 
dowolna czestotliwoscia [9]. 


Fos. 4, Przebieg f(t) i jego widmo 


Rys. 5. Przebieg f(t) i jego widmo po zmodulowaniu 


Nalézy teraz ponownie zwr6oci¢ é uwage na wzor (2). Mimo, iz ine 
towano go poczatkowo w sposdb bardzo prosty, wz6or ten jest zupeinie ; 
ogdlny; bezposrednie jednak jego zastosowanie natrafia na powazne prze-— : 
szkody. Jedna z nich sq trudnosci obliczeniowe. Dla przykladu mozna roz- 4 
patrzyc najprostszy przebieg, a mianowicie impuls prostokatny, oraz naj- — 
prostsza charakterystyke — filtr idealny o charakterystyce prostokatnej; 
calka (2) nie daje sie w6wezas wyrazi¢ przez funkcje elementarne. Druga — 
niewygodna wiasciwoscia wzoru (2) jest to, ze nie prowadzi on do zadnej 
prostej interpretacji, za pomoca ktérej mozna by na podstawie posiadanych — 
warunkow wyciagna¢ jakosciowe wnioski 0 przebiegu zjawiska. Tymeza- 
sem w technice dazy sie zawsze do uzyskania takich wzordéw, ktore nie 


Badanie-widm analizatorami 


tylko umozliwiaja iloSciowe obliczenie potrzebnych danych, ale takze uta- 
twiaja dyskusje charakteru zjawiska. 

-Ponizej zostana przedstawione rozwazania, w wyniku kt6rych wspom- 
niane dwie trudnosci moga byé w znacznej mierze usuniete. 

- W teorii przeksztalcenia Fouriera znana jest pewna zaleznos¢, ktéra 
bedzie wykorzystana do oe aes wzoru (2). Jest to mianowicie 
nizej podane twierdzenie. 


Bw ierdzenie 

_ Jezeli dwie funkcje G,(t).i G,(t) zmiennej rzeczywistej t sq transfor- 
cine wedlug Fouriera oraz jesli 
: F{G,(O}=S,(o), 
4 F{G,(t)} z= S,(o) ’ 
tO przeksztatcenie fourierowskie funkcji G(t), ktora jest iloczynem funk- 
ji G,(t) i G,(t), wyraza sie wzorem 


: 


HG} =H, G(0}— — | $,(0)-Si@-o) de. © 


Do w 0 6d 
ws definicji przeksztaicenia Fouriera mamy 


| ? gike2) 
3 F4G, Go} = G,(t) G,(t) e-#**dt = 
+00 +00 
= [oo Laz | Silo ettde| erst. (8) 
20 


Poniewaz obie funkcje posiadaja przeksztatcenie Fouriera, mozna zamie- 
ni¢ kolejnos¢ catkowania i napisac 


; +00 +00 ; 
: HG.G.)= [ si(0)| { G,yese-oras| be 
3 ML 
; +0o > 
E ik { S,(w) S,(x— 0) do, (9) 
2 27 
-+oo 
f G,(t) e-912-9) tdt=S,(x—@). (10) 


—co 
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W powyzszym dowodzie wprowadzono bez wyjasnienia sensu fizyez- 
“nego zmienna x. Znaczenie tej wielkosci stanie sie jasne, jesli poréwnaé 
wzor (7) ze wzorem (2). Wzory te’sa prawie ene z wyjatkiem znaku 
“przy x oraz @ w nawiasie. 

Udowodnione twierdzenie mozna wiec wykorzysta¢ do fizycznej inter- 
pretacji wzoru (2). Biorac mianowicie pod uwage, ze charakterystyke 
analizatora F(#) mozna uwazaé za widmo odpowiedzi impulso- 
wej' analizatora, otrzymamy nastepujace twierdzenie. 


Twierdzenie o analizie 
Wynik analizy widma S(#)=Af(t)} za pomoca analizators fe) ) charak- 
terystyce F(w)=F{g(t)} mozna wyrazi¢ wzorem 


P(e) = 2a F(t) - o(—}, | a 


gdzie g(t) jest odpowiedzia impulsowg analizatora. 
Istotnie, poniewaz na mocy definicji przeksztaicenia Fouriera mamy 


F(— w)=Fig(—t)}, | (12) 
przeto z porownania wzorow (2) i (7) wynika od razu stusznos¢é twier- 
dzenia. 

. Twierdzenie powyzsze mozna jeszcze Siraulowa w nieco inny spo- 
sob, nadajac mu posta¢, ktora czasem jest wygodniejsza do interpretacji. 
Mianowicie jezeli pewien przebieg f(t) ma widmo S(w), to analizujac 
wymienione widmo analizatorem o charakterystyce F(w) otrzyma sie 
w wyniku widmo @®, identyezne z widmem przebiegu f(t) pomnozonego 
przez 9(—t), przy czym g(t) jest odpowiedzia impulsowa analizatora. — 
W powyzszym sformulowaniu pominieto ezynnik 2x, ktéry nie od- 
grywa wiekszej roli w problemach analizy widma, gdzie jest i jedy- 
nie ksztailt widma, a nie jego bezwzgledna wartos¢. “ 
Wyprowadzona wyzej zaleznos¢ dobrze nadaje sie do interpretacji 
oraz ulatwia obliczenia, jest przy tym zupetnie ogdélna?. Nasuwa sie tu 
al - jednak pewne pytanie, czemu mianowicie w rzeczywistych ukladach od- 
powiada detekcja zgodnie z przyjetym na podstawie wzoru (2) prawem. 
Zanim jednak mozna bedzie odpowiedzieé na to pytanie, zreszta bardzo 
_ istotne, rozpatrzmy przyklad zastosowania powyzszej mevau™ do kon- 
kretnego uktadu. 
Mozna na przyktad przyjac, ze analizator zawiera jako filtr rezo- 
nator, ktorego schemat zastepezy mozna przedstawi¢ w postaci obwodu 


1 Odpowiedzia impulsowa czwornika nazywamy przebieg napiecia na wyjsciu 
ezwornika, wywolany przylozeniem na jego wejécie sygnatu w postaci funkeji gg 
_ pulsowej Diraca O(t). 

> Interpretacja splotu jako wyniku analizy nasuwa Ciekavie analogie réwniez 
i w innych zagadnieniach radiotechniki, miedzy innymi w teorii beets w ae 
zku Z pewnymi wiasnosciami funkicji korelacyjnych, 


} rahe, 
etka 


lanie ee analizatorami 


lodnie z uwagami umieszczonymi na poczatku tej czesci pracy, elimi- 
emy (dla uogélnienia rozwazan) wyraz sin wot , przesuwajac charak- 
ke rezonatora do czestotliwosci zerowej. Ze wzgledu na to, ze inte- 
acy jest tylko ksztalt widma, a nie jego bezwzgledna wartos¢, pomi- 
y rowniez wspdiczynnik €. Ostatecznie bedzie wiec — 


Go(t) =e" ae (14) 
zwiazku z tym, zgodnie ze wzorem (7) i nastepnymi, widmo funkeji 


. ierzone analizatorem o. skoficzone} BCT On Oect wstegi, przedstawi 
jako widmo per 


he e“*fo(t) - (15) 


(16) 


2 eS aL 

BAe au! ee | (Re 

/i+4Q? oe wo”? V/ ise 

a ts | pe 
1 


atjo 


ae Jy one ten wzor ze wzorem (17) mozna spostrzec, ze 


SRG Rea, 
Seis oho 2Qt 


a 


(18) 


eznos¢ é (13), mozna rowniez aes postugujac sie bardziej He 


10 . J. Kroszezyfski = Si ua eee 


-moca rezonatora o wlasciwoéciach wyrazonych réwnaniem (20), 


Pre os 


Wprowadzajac szerokos¢é wstegi na poziomie ~— 5 napiszemy 


B 
ae 
2 


tego moga powstac, rors omawiane pacdduienies w inny jes 
sposob, bardziej rzucajacy Swiatto na fizyezna strone zagadnienia. 


wigzania, zaczerpnietego z ksiazki A.A. Charkiewicza [3]. Czes¢- pracy 
niniejszej od wzoru (20) do (24) jest zaczerpnieta ze wspomnianej deo 
(str. soe) z zachowaniem uzytych tam oznaczen. “3 


tozono dzialanie o przebiegu f(t). Wowczas, jak wiadomo, mozna papisag 
rownanie © 


mx+rx+sx=f(t), 


przy czym odpowiedz impulsowa bedzie 


g(t)= e- sin xt. 


MOK 


Rozwiazaniem ro6wnania (20) jest 


t 


Cb) ale ~a(t-W sin w(t —u) f(u) du= 
3 “MO; F 


enat 


t ‘ t oe 
sn Ot iF e“f(u) cos o,u du—cos wxt [ e f(u) sin wxu y 


0 y 0 


MOE, 


Dla obwiedni drgania po czasie t > t (gdzie t oznacza moment zakonicz 
dzialania impulsu na rezonator) istnieje zaleznosé 


+co +co wy 


eat . ; 2 2 Di Re ‘ 
E= ( { ef(w) cos ou du) + ( { e*“f(u) sin wu au) | ; 
MO, } ] ‘ ; 7 


—co —co 


detektor wskazuje wartosci proporcjonalne do &, to otrzymane w WT 


= ce Ae 


“+00 ¢ aa 

ces 4 oe jotdt (25) 3 

ees eee - (26) 2 
litudy przedstawi sie wowczas tee : 
| P|=[Slo+ga)|- (27) 


odobne do powyzszego, to _znaczy takie, Ww ktorych postu- 


ar Pe sepsis ipods bardzo krétkie w stosunku do 
nia, a snopes ma sie do Cage seve Z Se pea 


J. Kroszezyfski 


zdecydowat sie na przyjecie terminologii obowiazujacej Ww “dziedzinie, dla 
potrzeb ktorej opracowany jest niniejszy oe 

3. POMIAR WIDMA IMPULSU PROSTOKATNEGO p . oe : . 

Opisana wyzej metoda zostanie teraz wykorzystana do rozpatrzenia 

wplywu.szerokosci wstegi analizatora na wyniki pomiaru widma najeze- 

- $ciej w technice impulsowej wystepujacego przebiegu, a mianowicie im- 

pulsu prostokatnego. a 

Niech bedzie diugosé iriptisl | eae 

tuda A (rys. 6). Jak wiadomo [7], widmo ena 

impulsu wyraza sie bees 


S(@)=—— eee = cape) . (28 


t 
Rys. 6. Impuls prostokatny jo , 
Zgodnie ze wzorem (27) bedzie | 
OE Sioa jaye fees Lee 2 a (29) 
j(w + ja) = O84-9a) ee ea 
Modul tego wyrazenia obliczymy jako 
|o|= 2aGn 1 —elt-Jo) | = 7 see ie cos wt +je” sin wt | = 
‘ |—a+ja a’+o 
as A ( as Beate aT aq 2— 
ROP eee V(i-—e cos tT) +(e sin ot) = 
ee V1—2e” cos wr +e2* (30 
Vora cae. 


Ostatnia zaleznos¢ ilustruja zalaczone wykresy. Z prawej strony rys. 7 
przedstawiono szereg krzywych dla réznych wartosci parametru a przy 
statej diugosci impulsu; w celu Jatwiejszego poréwnania krzywe sa spro- 
wadzone do wspdlnej wartosci przy #=0.W lewej czesci rysunku podane 
krzywe rezonansu analizatora dla odpowiednich wartosci a+. Na rysunku g 
wzor (30) przedstawiono réwniez jako funkeje dwéch zmiennych; wida¢ 
tam wyraznie, jak w miare wzrostu szerokosci wstegi analizatora zacie- 
raja sie szczegdty widma. Na rys. 9 przedstawiono krzywe otrzymane dla 
analizatora o statych wiaSciwosciach przy roéznych diugosciach impulsu 
Posiadajac tego rodzaju wykresy mozna z latwosciq rozstrzyga¢ wiele za- 

_-gadnien praktycznych, a wiec na przyktad ustali¢ maksymalna szerokos¢ 
wstegi analizatora, dopuszcezalna z punktu widzenia wymagan doktadnose: 
pomiaru. : . ea 


“ Nie nalezy zapominaé, ze « mierzone jest w tych samych jednostkach co Be 


= aye ~ : zs Z i) mee EA 
oly ee ~2n 4a = pes 
: ae 0 ee ae r : 


-uniwersalne dla pomiaru widma impulsu prostokatnego 


‘ : ’ 
_— -Rys. 8. ‘Wykres przestrzenny wzoru (30) | 


14 : J. Kroszezynski : 


W tym miejscu nalezy zwréci¢ uwage na mozliwosé odmiennego trak- 
towania tego rodzaju zagadnien, wynikajaca z twierdzenia o analizie 
Z-poprzednich rozwazan wida¢, ze skonczona szerokos¢ wstegi analiza- 
tora spowoduje znieksztalcenia tego rodzaju, jak gdyby obserwowanc 
widmo nie impulsu prostokatnege 
(rys. 6), lecz znieksztatconego (rys. 
10). Za kryterium dobroci analizy 
mozna zatem uznaé wielkosé AA 
Dla poréwnania z wykresem 7 przed- 
stawiono ksztalt znieksztatconych 
impulséw (rys. 10), odpowiadaj 
cych réznym wartogciom a. Wybdé 
wartosci, ktéra zostanie uznana Ze 
zadowalajaca, zalezy oczywiscie a 
konkretnego przypadku, jednak né 
podstawie rys. 7 i 10 a 


mozna, ze stosunkowo dobre wyni 
uzyskuje sie przy at <0,5. Przyjm 
jac na przyklad at=0,314, dla szero- 
kosci wstegi analizatora otrzymatoby 
sie kryterium w postaci warunku — 


1 
B, Gz) <——- 
Rys. 9. Amaliza impulséw prostokainych 10t 
0 roznej diugosci 


Jak wida¢é z wykreséw, przy badaniach, w ktérych wilasciwosei widm 
w okolicach miniméw sa mniej interesujacymi, natomiast zalezy 4 
na stwierdzeniu szerokosci widma w okolicach po- 
lowy jego wysokoSci, mozna ostatecznie stosowaé 
wartosci at dochodzace do 2 bez popetniania znacz- 
nych biedéw. Dla takich pomiar6w wystepowaloby 
wiec latwiejsze do spetnienia kryterium 


Rys. 10. — 


2 ne impulsy przy.1 
Bg (az) <— . (32) mnych — szer 
3T wstegi i 


Wniosek ten jest dos¢ interesujacy i ma duze znaczenie w pewnych pray 
padkach praktycznych, 7 


Na zakonczenie pragnatbym wyrazi¢ swa wdziecznoéé prof. drow 
J. Groszkowskiemu za cenne uwagi dotyczace Pe aa niniejsze 


aS eeciqa 
ekopisu o 
strowskier u za pomoe pray vwykonywaniu ezesci obliczen 
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NONOChI WIA Pa3sJIM4HbIx Tpe6yembix cTeneHeH TOYHOCTH MSMEP ne: 


J. KROSZCZYNSKI 


THE EXAMINATION OF FREQUENCY-SPECTRA BY MEANS 
OF ANALYZERS HAVING A FINITE BAND-WIDTH 


pigtimbe eae 


In frequency spectrum measurements the problem of the deformations 3 seal s 

due to finite band-width of the analyser iis of great importance. This ‘problem 

stated in ‘its general form and the fundamental properties of the analysing sy 

are described, the definition of some ideal detector is given, so that the -expressi 

determining the function resulting from ‘the analysis (Eq. (2) \could be given. A: n- 

plified case is discussed. After giving an auxiliary theorem, the ,analysis-theorem“ is 

proved, which states that the result of the frequency-analysis of an examined ‘tran- 

sient is identical with the frequency-spectrum of the product of the reversed pulse re- 

f sponse of the analyzer and examined transient, There tis also another form 

of this theorem, The characteristic of an analyzer is discussed (Eq. 16). By ec 

paring the results of this example with those obtained by other means the ph Si 

meaning of the adopted detection-law and the admissibility of adopted simpli 

tions are explained. The detailed solution of the stated problem for anal} 

the spectrum of a rectangular pulse has been given. The results of ‘measuremen: | 

of a pulse of constant length by means of analyzers with various band-wid 

as well as of the results of measurements of pulses with different lengths by m 

of one analyzer have been examined. The diagrams presenting the obtained ‘result 
show the criterions of maximum band-width for different requirements of accu 
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R. KULIKOWSKI 


Optymalne schematy zastepcze i modele 
liniowych uktad6w dynamicznych 


Rekopis dostarczono 13. 3. 1954 


W pracy niniejszej zostalo wprowadzone pojecie optymalnego schematu 
zastepezego i modelu liniowego uktadu dynamicznego, to jest ukiadu, kté- 
rego charakterystyki wzgledem ,,w” lub ,,t‘“ znajduja sie w najmniejszej 
odlegiosci, w metryce odpowiedniej przestrzeni funkcyjnej, od charaktery- 
styki danej, na przykilad okreSlonej doSwiadczalnie. Jako przyklady rozpa- 
truje sie przyblizenia w przestrzeni C(0,T); L?(0,T); L2(0,0). Wyboér odpo- 
wiedniej metryki uzalezniono od wybranego kryterium znieksztalcen w roz- 
patrywanych ukiadach dynamicznych. Wnioski teoretyczne zilustrowano kon- 
kretnymi przykiadami zaczerpnietymi z radiotechniki i teorii regulacji auto- 
matycznej. 


1, WSTEP 


Przeprowadzajac analize proceséw w realnych ukladach dynamicz- 
ych zmuszeni jestesmy w celu_uproszczenia aparatu matematycznego 
omijac -wplyw wielu czynnikéw drugorzednych, to jest upraszcza¢ ten 
kiad. Na przyklad czesto zaklada sie, ze uklad sktada sie z elementow 
kupionych, czyli nie zostaja uwzglednione jego wymiary geometryczne. 
zesto tez zostaje pominiety wplyw tak zwanych parametréw szkodli- 
yych, jak na przyktad: pojemnosci i indukcyjnosci rozproszone, konden- 
atory sprzegajace itd. Scislej mdéwiac, pomija sie pewne parametry nie 
latego, ze sa one mate lub duze w pordéwnaniu z innymi parametrami 
0 byloby pozbawione sensu, gdyz trudno poréwnywaé takie wielkosci, 
ik na przykiad pojemnos¢ i opornosé lub indukcyjnos¢, kt6re maja rozne 
rymiary), lecz dlatego, ze pewne cziony rownania rozniczkowego uktadu, 
ulezne od rozpatrywanych parametrow, mato wplywajqa na rozwigzanie 
gO rownania. Analizujac procesy we wzmacniaczu, ktorego schemat 
rzedstawiono na rys. 1 i ktéry posiada funkcje przenoszenia wyrazona 
zorem 


F. K(p)~SRa eee (1) 
3 ptt (1+ | p+ = 
1 


Ty 


/ 
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ezestotliwosciach wplyw pojemnosci 5 Cy, tj. odrzuca sie ezion ye ktor 
jest mniejszy od pozostatych eztonéw; przy wielkich zas czestotlin vose 


: 1 
odrzuca sie czion —. 


Rys. 1. Schemat wzmacniaeza impulséw 


Analogicznie przy rozpatrywaniu charakterystyk chwilowych f 
wzmacniacza ee 


przedstawionych na rys. 2 przy + = 50, dla dostatecznie duzych warto 
i E \ ’ > 


t ; a 38 > ee 
ezasu pomija sie czion e =. Przy ees zas ae 


x 


et 
aith=e 7-e 


ha 

7 
ti 
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ava Ay Funkeja przejsciowa wzmacniacza impulséw h(t) oraz f 
cja przejsciowa uktadu Pattee. ho(®) ga 


“gami idealizacji (tj. w ‘Salicee ezestotliwosci i asi antes 


- 


nad a(t)= h(t) — Tao(t) popetniany pity prévieciu charakterystyki zastepezej 


o(t), na przyklad h,(t)=1—e me. Blad ten szybko narasta ze wzrostem 
rgumentu (rys. 3). Zatem analiza procesébw we wzmacniaczach, Op ietagace 
ie na uproszezonej funkcji 

rzejsciowej h,(t), prowadzi de et aoe 

nacznych bliedéw, ktére w 
rzypadku ukladéw wielostop- 
iowych (np. przy badaniu 
zola impulsow) moga_ osiagaé 


iedopuszezalne wartosci. Jas- a Se 

ec; Ze absolutna wartos¢c tego ey nottr=atl-eF : 
edu mozna’ by  znacznie: 

mniejszyé, gdyby charaktery- | Rys. 3. Wykres biedu 4(t)=nh(t)—h,(f) 


tyka h(t) rownomiernie apro- dla ukladéw  zastepezych 


symowala charakterystyke da- 

ego ukladu h(t).W przypadku rozpatry wanego przez nas uktadu mozna 
y to uczyni¢ ,,sciskajac“ krzywa h,(t) wzdtuz osi pionowej, czyli mnozac 
a(t) przez wspoiczynnik A <1, co jest oczywiscie zwiazane z konieczno- 
cig wyboru odpowiednich parailetray ukiadu zastepczego, jak to w dal- 
zy ciagu bedzie dokladnie wyjasnione. 

_ Aby dostatecznie jasno i Scisle rozwazy¢é wysuniete tu zagadnienie oraz 
ozpatrzyé konkretne przyklady, wydaje sie celowe wprowadzenie pew- 
ych prostych pojec analizy ee eciene) i teorii aproksymacji. 


‘ 
ge { 
% eS hs OKRESLENIE OPTYMALNEGO UKELADU ZASTEPCZEGO - 


Rozpatrzymy uktad przedstawiony na rys. 4. Uklad ten nazywamy 
dadem liniowym, jesli przy sygnale wejsciowym 


B\ ; : -e(t)=a,e,(t)+a,e,(t) +... tanen(t) (3 


eh -i+ 


Rys. 4. Ukiad liniowy i odpowiadajacy mu 
ukiad zastepczy 


u(t)=a,u,(t) +aqu.(t) +... +dntn(t), (4) 


(t), U,(t)... Un(t) sa to odpowiedzi uktadu na sygnaly e,(t), e2(¢).. 
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-Metody okreSlenia oases uktadu cen u(t) na sygnat we] 
Sciowy e(t) polegaja na [5]: 

a. roztozeniu sygnalu e(t) na-sume funk¢ji Mementacngen to jest funkc} 
liniowo niezaleznych, na ktére odpowiedz ukladu wyraza sie stosun 
kowo prosto (w przypadku sygnalé6w nieokresowych roziozenie t 
mozna uzyska¢c stosujac przeksztatcenie Fouriera); 

b. okresleniu odpowiedzi ukladu na oddzielne sktadowe sygnatu wejscic 
wego; 

c. sumowaniu oddzielnych odpowiedzi (w przypadku widma, jakir 
wyraza sie odpowiedz ukladu w razie rozlozenia za pomoca prze 
ksztatcenia Fouriera, sumowanie mozna uzyska¢ stosujac odwrotn 
przeksztalcenie Fouriera). 

Odpowiedz ukladu na funkeje jednostkowa nazwiemy funkeja przej 
Sciowa tego uktiadu. 

Zarowno zespot sygnaléw wejsciowych E, jak i wyjSciowych U tworz 
pewng przestrzen liniowa o skonczonej lub nieskofczonej ilosci wymiarow 
Wspoirzedne tej przestrzeni okresla zbidr sygnal6w elementarnyck 
Sygnat e moze by¢ zatem przedstawiony jako punkt lub wektor w prze 
strzeni funkcyjnej. Zupetnie podobnie klasa sygnatow wyjSciowych ukiad 
zastepczego U, tworzy pewng przestrzen, ktora ogdlnie biorac jest pod 
przestrzenig U. Na podstawie tych wstepnych uwag zagadnienie, ktor 
staje przed nami, moze by¢é sformultowane nastepujaco. 

W pewnym przedziale czasowym T, w przestrzeni dowolnej ilosci wy 
miardw, zadane sq dwie funkcje u(t) i u(t,A,,A,...An) zmiennej t, prz: 
czym u, zalezy jeszcze od pewnej ilosci parametr6w A,...An. Pare 
metry te trzeba okresli¢é w ten sposdb, by odchylenie w T funkc;) 
u(t, A... An) od u(t) byto minimalne. Przy tym oczywiscie nalez: 
zdefiniowaé, co sie rozumie pod odchyleniem wu) od u lub tak zwan 
odlegtoscia miedzy tymi funkcejami. Jesli na przyktad ograniczymy sie d 
rozpatrywania funkcji ciagtych w T, a w charakterze kryterium, na zasa 
dzie kt6rego bedziemy ocenia¢ te odlegtos¢, wprowadzimy tak zwan 
norme, ktéra okreslimy jako gérnq granice modulu roéznicy. 


6(t)=u(t)— u(t), 


|| 6(¢) || =max [6 |, heel 
teT 


to otrzymamy pewna normowang przestrzen liniowq. Przestrzen t 
zgodnie z przyjeta symbolika oznaczymy litera C. Inng przestrzen otrzy 
mamy, jesli ograniczymy sie do klasy funkeji mierzalnych, catkowalnyc 
z kwadratem, a norme okreslimy wzorem 


oe =7/ foo Pat, ( 
{T] 


to jest 
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rzestrzen taka oznacza sie symbolem L?. Krétko méwiac wprowadzenie 
omy, kto6ra utozsamiamy z odlegltoscia miedzy u i uy pozwala nam 
-otrzymanej w ten sposob przestrzeni wykonywac operacje metryczne, 
ddobnie jak wprowadzenie pojecia absolutnej wartoSsci liczby zespolonej 
-analizie pozwala na mierzenie odlegtosci. 

_ Powstaje pytanie, czy istnieje jednoznaczna funkcja uy znajdujaca sie 
“najmniejszej odlegtosci od wu w metryce przestrzeni C i L?. Twierdzaca 
jpowiedz na to pytanie mozna znalezé w pracach poswieconych teorii 
oroksymacji [1]. 

efinicja . 

Funkcje przejsciowa ukladu zastepczego, ktora okreslamy z warunkéw 

optymalnego przyblizenia u w metrze okreslonej przestrzeni, na- 

zwiemy optymalna funkcja przenoszenia ukladu zastepczego, a sam 
_uklad, kt6ry odpowiada tej funkeji przenoszenia — optymalnym ukia- 
dem zastepezym. 

W ogdélnym przypadku east i wartosci elementéw ukiadu H moga 
ye nie znane, chociaz charakterystyki tego ukladu mozna okresli¢ na 
‘zykiad eksperymentalnie. Niemniej jednak uktad zastepczy mozna 
lalezé w drodze syntezy na podstawie znalezionej w rezultacie aproksy- 
acji funkcji przejsciowej h,. Majac jednak na wzgledzie to, ze otrzy- 
any w ten sposob uklad H, moze znacznie rézni¢ sie od rzeczywistego 
stladu H, bedziemy go nazywa¢ modelem ukladu H. Podobnie i w przy- 
wdku uktadow liniowych z roztozonymi stalymi typu continuum [3] 
ia przykiad linia dtuga lub uklad regulatora temperatury ze znaczna 
yjemnoscia cieplng itp.), ktére opisuje sie ukladem rdwnan rézniczko- 
ych o pochodnych czastkowych, uklad zastepczy zbudowany z elementéw 
cupionych bedzie, rzecz jasna, modelem tego continuum. OkreSlenia 
ruktury i wartosci elementow modelu mozna dokonaé droga syntezy na 
sdstawie otrzymanej w wyniku optymalnej aproksymacji funkcji prze- 
oszenia K (p) lub funkcji przejsciowej h,(t) tego modelu. 

Wyb6r odpowiedniej metryki i przestrzeni, w kt6rej okregla sie opty- 
alne uklady zastepcze, trzeba rozpatrywac na gruncie konkretnych 
iwadnien. Gdy mamy do czynienia na przyktad ze znieksztalceniami 
sztaitu impulsow, to w celu okreslenia optymalnego ukiadu zastepczego 
ajlepiej postugiwaé sie tak zwanym najlepszym przyblizeniem w metryce 
rzestrzeni C. Natomiast w niektérych ukladach automatycznego regu- 
wania, na przyktad znajdujacych sie pod dziataniem sil stochastycznych, 
azne jest, by catkowy efekt znieksztalcen by! dostatecznie mally, [4], 
dlatego wybor przestrzeni L? jest zupetnie racjonalny. 

W nastepnych rozdziatach na konkretnych przyktadach zostana podane 
etody okresglenia optymalnych uktad6éw zastepezych w przestrzeni C i L?. 
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3. ZNAJDYWANIE OPTYMALNYCH SCHEMATOW ZASTEPCZYCH 
NA PODSTAWIE PRZYBLIZENIA-W_PRZESTRZENI C 


Ograniczymy sie na razie do rozpatrywania charakterystyk ezasowyck 
uktad6éw dynamicznych. W wiekszosci przypadkéw odpowiedz uktladu za- 
stepczego na sygnat wejsciowy moze by¢ ee se funkej, 
liniowo niezaleznych g;(t) to jest 


; k=n | 
u(t) => Axgx(t) . (7 
k=0 ee } 


Czesto u,(t) mozna przedstawi¢ wielomianem wyktadniczym 4 


k=n “A | 
u(t) = DiAne* (8 


ktéry nalezy do tak zwanego ukladu Czebyszewa [3] 2 i wtasnosci ktoreg. 
okresla uogélnione twierdzenie Czebyszewa [1]: 


Twierdzenie 


Jesli u(t) jest wielomianem ukiadu Czebyszewa w przedziale T 

a u(t) — dowolng funkcja ciagta w T, to wielomian [8], ktéry w me 

tryce przestrzeni C najmniej sie odchyla od u(t), w zupelnosei okreski 

sie tym, ze réznica 6(t)=u(t)—u,(t) przyjmuje z kolejno zmienia 
jacymi sie znakami swojq maksymalna wartos¢ przynajmniej] w n+} 
punktach przedzialu T°. 

Roznorodne metody aproksymacji shaiciccoeee czasowych w me: 
tryce przestrzeni C, napotykane w zagadnieniach techniki impulsowej 
opisano w pracy [2]. Dlatego w niniejszej pracy ograniczono sie do roz 
patrzenia nastepujacego prostego przyktadu. Znalezé optymalny schemai 
zastepezy w przedziale (0,T) ukladu przedstawionego na rys. 1, ktoregt 
odpowiedz na jednostkowa funkcje wiaczenia jest: | 


gdzie t,=507,. im . 
Funkcje przejsciowa ukladu zastepczego przyjmiemy w postaci . 


_ holt) 


=A(l—e-=,). ; aie 
SR | 
i Wyrasenie takiego typu jak (7) nazywamy ogélnie wielomianami. 
® Wielomianem uktadu Czebyszewa w danym przedziale nazywamy taki wielo 
mian, ktory ma nie wiecej niz n zer. 
8 Twierdzenie to podajemy w naszych oznaczeniach przyjetych w niniejszej prac} 


“198 


Postaci tej odpowiada schemat przedstawiony na rys. 5, przy czym 


Cc 
| C= ve R=R,A, CR=7,. 
: 
Poniewaz h,(t) posiada w (0, T) jedno zero, iloS¢ punktéw maksymalnego 
h@O _ holt) 
SRe SR 
jeden punkt lezy na koncu odcinka (0, T)*, a drugi w pewnym sar ty. 


jdchylenia funkcji 6(t)= nie przekracza 2, przy czym 


Mozemy przyja¢, ze punkt t) lezy w Srodku przedzialu, tj.t)= 5 (doktadng 


wartosé t) mozna okresli¢é z warunku 6(t)':=1,=0). 
Zgodnie zatem z twierdzeniem Czebyszewa w celu 
trzymania najlepszego przyblizenia powinny byé 
wypelnione warunki: 


= 


Sy id V2 ell Se ps 
a s(7)=e 2%, —e eee eae esa (10) 
ee y) ‘ Rys. 5. Optymalny sche-~ 
: = mat zastepczy ukladu 
: = ees przedstawionego na ry- 
a O(T)=e 1 —e 7% Blt 6 Spee (11) sunku 1 
4 
Rugujac stad maksymalne odchylenie L otrzymujemy 
E eer NR 

a Waa 1 eeg ee =. Ot, 5 C2% =O ts i (a 2) 

Rg - T T 


2—e % —e % 


rzymujemy A=0,924. Krzywa bledu 0(t) przedstawiono na rys. 3. 

ak wynika z rozpatrzonego przyktadu, w celu otrzymania optymal- 
o schematu zastepczego nalezy nie tylko pomina¢ parametry, ktore 
zwiqzane z malymi czlonami réwnania rézniczkowego, ale réwniez 
mnozyé pozostale parametry przez okreSlone wspdtczynniki, zalezne 
przedziatu i charakteru przyblizenia. Dzieki temu blad spowodowany 
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4, ZNAJDYWANIE OPTYMALNYCH UKLADOW ZASTEPCZYCH 
NA PODSTAWIE PRZYBLIZENIA PREZ ERE L? 


Zadanie, ktére stoi przed nami, ne aes na wybraniu takich wartosci 
wspolczynnikéw A, w wielomianie 7 


up(t)= > Aupel(t), ae ieye 

k=0 ‘ 

zeby catka , : 
ts { 

J= J [u(t)—up(t)}? at (14) 


- 

w peaedrinic [t,, t.] miata wartos¢ minimalna. : i 
W celu okreslenia wartosci wspdiczynnikéw A, nalezy zgodnie z regu- : 
tami rachunku rézniczkowego przyrOéwnac do zera pochodne ezastkowe 


ee , to jest 
A 


hp be geete-anee a 


k 
; . 
I oJ 
on = | [ut)—u(t)] o(t)dt=0, (k=0,1,....n), (15) 
2 0AxK ' ; 
ts 4 
_lub ; 
t, ts k 
Sut) pelt) dt= fuo(t) prt) dt. (16) 
t t; = 
Wprowadzajac oznaczenia i 
ts 4 
é 
(fo) = [fO- p(t) dt. (17) 
ts , > 
uklad réwnan (16) mozemy przepisaé w postaci 
es : 
(up) = ACGipn), (k=1,2....0). (18) 
i=1 


Rozwiazujac powyzsze rownanie mozemy wzor (13) przedstawic w nasted 
pujacej postaci 
0 p(t)... nit) (9191) (P12) - « - (PrP) 
(ug,) (G19) - -- (P1Pn) (P21) (PoP2) - + - (Pon) 
TRO : ; : ; : 


COR a ea Ct ee Bey = 


(upn) (PnY1) --- (PnPn) (Pn) (ns) faa (Pn Pn) 


ap. = 
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———— 


Wk 
a 


Dla przyktadu znajdzmy optymalna (w metryce przestrzeni L?(0,T)) 


A t 
funkcje przejsciowg h,(t)=A(l1—e =) schematu zastepeczego dla uktadu 
przedstawionego na rys. 1. Stosujac wzér (19), w ktérym podstawiamy 


t t t 
Y,=l—e =, ult)=e 1—e =, 


-otrzymuj emy 
a t 
| - Uo(t)=h(t)=A(l—e =), 
gdzie 


sald Sis abe 
fe ™% —@ 1%, ) (1—e Ts ) dt 
0 


T 

t 
[a-e-spae 
0 


r i %\.2 02E 
ate )—(1—e) ~ pe 14+ 1-e 7) 


maar —— 2 
T 2T 
—-—2(l—e +> (0- e 7) 
“ De ey vi 
'Podstawiajac — =0,2, —=1 =50 otrzymamy A=0,893. 
a el Fs Migs. 


- _ W waznym praktycznie przypadku okreslenie optymalnego schematu 
_zastepczego na calej osi czasu (0,00) oraz sygnatu U,(t), ktéry moze byé 
“wyrazony wielomianem wyktadniczym (8), wz6r (15), mozna przedstawi¢ 


-w nastepujacej postaci: 
Jlu®—u (tle dt=0, (k=0,1...n). (20) 
0 


_ Wykorzystujac przeksztatcenie Laplace’a (w ktérym podstawiamy 
p= ax) wyrazenie powyzsze mozna przedstawié w ré6wnowaznej postaci 


ma 
a x U(p) |p=a,—Uo'D) lp-c.=0 , 

1 ee e =a, aoe e a,=90, (21) 
7 ue) Ke =a, —valp) . a,=0, 

pee 


= 
oo, 


U(p)=Ju(te-"dt, Uslp)= fus(tje-P* de. 
0 0 
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Jak wynika z tych rownan, w celu otrzymania optymalnego schematu 
zastepezego nalezy interpolowa¢ charakterystyke sygnalu wyjsciowego 
U(p) za pomoca sygnalu wyjéciowego ukladu zastepezego U, (p) Przy tym | 
wezly interpolacji a, powinny by¢ tak wybrane, aby: 

1. optymalny uklad zastepczy mdgt by¢é urzeczywistniony, tj. wielkosci_ 
te powinny byé rzeczywiste, dodatnie lub zespolono-sprzezone Zz ezgscia | 
rzeczywista wieksza od zera, 

2. zapewnily szybka zbieznos¢. procesu interpolacji (na przyktad przez 

} tak zwane ,,czebyszewskie“ rozstawienie weziéw interpolacji).. 7 

Zaleta wzoréw (21) polega na tym, ze chociaz kryterium minimalnego’ 
btedu odnosi sie do charakterystyk chwilowych uktadu, to proces przy- 
blizenia (tj. interpolacji) odbywa sie w zakresie Shetek ea czesto-- 

tliwosciowych. q 
Wyprowadzajac wzory (21) uiedanannes ze wezly interpoldeft uktadu- 

zastepczego moga by¢ wybrane zupeinie niezaleznie. 

Teraz znajdujemy optymalne (w metryce L*(0,0)) rozstawienie tych 
weziéw. W tym celu nalezy rozwiaza¢ uktad rownan 


, 
5 
% 
7 


: 


ee 0 ee : (22) 
przy czym 
J = [[u(t)— uo (1) at, . Cy 
. 0 s a 
up(t)= >) Ape # . veg 
k=1 


Podstawiajac (23) do (22) otrzymujemy 5 


- \ 

: [u(t)—u,(t)]e~“ttdt=0. ! 
= 2Ax Oar a ; 4 
a Réwnanie to na podstawie znanej zaleznosci rachunku operatorowego | 


tf) —- £_ Fp), aa 
dp 


gdzie i al 


Fe) | foe dt , 
fr) 


4 e 
ae [U(p) —U,(p)]p=0, =0. | (24) 


_ Jak wynika ze wzoru (24), w rozpatrywanym przypadku funkcja U,(p) 

_powinna interpolowa¢ funkcje U(p) w ten sposéb, by w weztach inter- 

| polacji pochodne tych funkcji pokrywaly sie ®*. 

_~ Mozna udowodnié, ze S-krotny biegun funkeji U,(p) odpowiada inter- 
-polacji z -wezlem S+1. 

Rzeczywiscie, niechaj 


, = 
7 


: ug(t)=e-( Ay + Aat+ ... Ast 14... Ag), (25) 
wtedy na podstawie zaleznogci 
4 y y d* 
7 fine’ (—1)-— Fp), 

dp” 
_otrzymuj emy : 
i od q’-} 
q 2A, dp’ | U(p) —Up(p) |p-a=0 (26) 
oraz © 
meegs id. d’ 
= ~—/| Up) -U, sata. (—})"*? | _ tai =e: 
Ba ap | U(p) : o(P) |p +(-1) = | Up) U,(p) pao. + 
‘ +t es — | U(p)— Ud(p) p-a=0. 
> 


: ee rnenia powyzsze mozna napisa¢ w nastepujacej postaci: 


£_iu(p)—ui(p) fee 0 =O <tr, 2s) (27) 
dp 


Twierdzenie 

_ Optymalna funkcja przenoszenia, w metryce przestrzeni L(0, 00) 

_ ukladu zastepezego dla danego ukladu dynamicznego, interpoluje 

_ charakterystyki przenoszenia tego ukladu w weziach ay, rzedu S,+1, 

a przy czym wielkoséci a, stanowia ,,zwierciadlane odbicie“ wzgledem- 
- osi rzednych plaszezyzny p biegunow funkcji U,(p), a S,— rzad tych 

biegunoéw. 

W celu zobrazowania mozliwosci praktycznego stosowania Bee (24) 

atrzmy uklad zawierajacy elementy rozlozone, na przyklad piec 


Z ‘Tak zwana interpolacja Zz podwéjnym weziem. 


23 R. Kulikowski : Arch. Elektrot.. 


w ukladach regulacji temperatury. Poniewaz pojemnosé cieplna i opornosé 
cieplna sq rownomiernie roziozone w catlej przestrzeni pieca, rownanie 
takiego ukladu wyraza sie przez pochodné czastkowe, a funkeja prze- 
noszenia ukladu [3] 


gdzie 
T=IW — stata czasu, 
I—ogoélna objetosé akumulujaca ciepto, 
W —ogolna opornosé cieplna uktadu. 


Funkeja przejsciowa tego ukladu, odpowiadajaca (28), jest 


2 ; 


Funkcje te przedstawiono na rys. 6. Dla uproszezenia analizy zwykle 
zaktada sie, ze ukiad takiego typu moze by¢ zastapiony modelem zawie- 
rajacym jednakowe pojemnosci i opornosci skupione w n-punktach, co 


przedstawiono na rys. 7a. Uklad takiego typu ma sw6j’ odpowiednik RC, — 
przedstawiony na rys. 7b. Funkcje przejSciowe modelu dla n=1, 2, 3 przed- — 


Rys. 6. ‘Funkeje przejsciowe kontinuum Rys.7.a. Schemat modelu uktadu ciepl- 


(n=cc), oraz ukladédw  zastepezych nego posiadajacy n ogniw ze statymi 

(n=1, n=2, n=8); h,(t) odpowiada op- skupionymi; b. Schemat odpowiednika 

tymalnemu ukladowi zastepczemu w elektryeznego RC ukladu przedstawio- 
przedziale (0,0) nego na rys. 7.a 


stawiono na rys. 6. Jak wynika z tego rysunku, zatozenie o rownomiernym 
roziozeniu pojemnosci i opornosci w n punktach prowadzi do znacznych 
biledow [3]. Wykazemy, ze mozna znalezé taki model uktadu, ktérego 
charakterystyka znacznie lepiej aproksymuje rzeczywista charaktery- 
styke (29). 


‘6 


K(p)=e YT , (28) 


. 


Do eet el rte ‘see 


Ee 


4 


v 
. 
4 


: 


a 
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Zatozmy, ze funkcja przenoszenia modelu wyraza sie 


29 


(30) 


gdzie T, jest optymalna stata czasowa, ktéra nalezy tak wybrac, zeby 
odchylenie charakterystyki przejSciowej modelu (ktora wyraza sie naste- 


t 
pujacym wzorem h,(t)=1—e 1.» od charakterystyki przejsciowej uktadu 
(29) byto minimalne w metryce przestrzeni L?(0 , 00). 


_  Zgodnie z warunkami (24) mozemy napisac: 


1 
0) oo ae aes ais Poe 
dp p (p+ a ; dp | p 
To ae To 
ezyli 
gh ji 
_ ee To a “VT 
aT 2 
ral aba 
0 To gy 
Podstawiajac p=—— otrzymujemy 
0 Z 
bag) s 


_Rozwiazujac to r6wnanie znajdujemy 
. To 23,56 T. 
-Wykres funkcji przejsciowej 


t 
ho(t)=1—e #567 


Se ctawion6 na rys. 6. 


-posiadajacych 2, 3 in elementéw skupionych. 


nak A gla ee tea ln ti t' owt 


1 =0 p) 
Bp: 

T ee 
2pV pT 


(31) 


Analogicznie mozna wyznaczy¢-optymalne funkcje przejsciowe modeli 


Zastosowanie idealizacji opisanego typu (tj. zastapienie charaktery- 


'Styki (28) charakterystyka uproszczona (30)) moze okazaé sie bardzo pozy- 
-teezne przy badaniu dynamiki ukladéw automatycznego regulowania. 


- 


e ® Co odpowiada ukladowi przedstawionemu na rys. 7a dla n=1. 
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ee eee eee 


Natomiast trzeba sie zastrzec, ze badanie stabilnoéci przeprowadzane gt 4 
niektérych autoréw, jak na przyktad przez Oldenbourga i Sartoriusa [3], 
na schematach zastepezych jest niedopuszezalne; poniewaz kryteria stabil-— 
nosci ukladu opierajq sie na nae innych charakterystykach i zalez-_ 
nosciach 7. 

Metoda powyzsza moze mieé r6wniez pewne zastosowanie przy syntezie 
- uktadéw automatycznego regulowania, gdzie do chwili obecnej stosuje sie 

. glownie metode przyblizenia charakterystyk za pomoca odcink6éw prostej 
ee z nachyleniem 6.k decybeli na oktawe [4]. : 
: W przypadku, gdy struktura ukladu badanego jest nie znana, a znane 
sa tylko jego-charakterystyki czestotliwosciowe (lub oddzielne punkty 
tych charakaterystyk), kt6ére moga by¢ okreslone doswiadczalnie, opty- 
malna funkcje przenoszenia uktadu zastepezego tego medelu mozna zna- 
lezé na podstawie wzoréw (21), (27). Przy tym im wiecej] wezmiemy 
weziéw interpolacji a,, tym charakterystyki h(t) modelu zastepezego’ 
bedqa lepiej odzwierciedlaty rzeczywiste charakterystyki Chyalaie h(t) 
ukladu badanego. 


— 
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P. KYIMKOBCKH 


ONTHMAJIBHbIE CXEMbI 3AMELUEHHA HW MOXEJIA JIMHEMHbIX 
OHHAMHYECKHX CHCTEM 


Pestwme 


Hccnenya mepexoguble uU ycTaHOBHBLUIMeCa Mpoueccbl B AHHEMHbIX HMHaMUYeCKUX 
CHCTeMax, MbI OObINHO MpeHe6peraem (pay ynpoujeHuaA MaTeMaTHYeCKOrO afnnmapata) 
BNYAHHEM BTOPOCTEMeEHHbIX ShakTOPOB, T. €. HAeaMM3HpyeM 3TH CHCTEMBI. a 

Tak Hanp., paccmaTpHBad nepegaTouHylO PyHRKUHIO \e 


7, Na fakt powyzszy zwrocit uwage A. Michajtow w przedmowie do rosyjeklegs 
wydania ksigzki Oldenbourga i Sartoriusa, 
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| 3 K(p)=SRa z ie 

Be Tt 

= a tpt (+ 2) p+— 
Le Fi 


p=io, T,=RgCy 7 T=RaCa 5 Ca PE Cy ; 
‘yceunuresa MpeAcTaBNe€HHOTO Ha puHc, 1, MomemM iMmpeHeOperb BIIMAHHeEM EMKOCTH Ca HA 
HH3KHX YaCTOTAaX, T. e. mpeHe6peub 4NEHOM Ep; Ha BbICOKHX RE YaCTOTAaX MOXKEM Mpe~ 


‘HeG6peu, uneHom —. PaccmaTpuBaa aHalorM4uHo BpeMeHHy!O xapakTepucTuRy 9TOrO ycnu- 
fees Tb. 
mutens, mpencrapnenHyro: Ha puc. 2, 
; t t 
: h{t)=e 7,-e 
: SRa ; ae 


—t 

jia O6ONWIUMX MOMCHTOB BPEMEHH, MOHKeM MpeHeOpeyb 4eHOM e % , paccmaTpHBax sKe 
ze oe 
‘pont umnynbea, T. €. Ana HeEOObINHX MOMEHTOB BpeMeHM, MOXKeEM MpHHATb e % =1 
‘‘M ciegoBaTtenbHoO NepexopHad yHKUHA STOH MseanusHpoBaHHOM cucrembl GypeT: 


g _t 


hi) =l—e *, florpemwnocth d(t)=h()—h,(t). Kotopaa saBasaetca pe3ynbTaToM 9TOK 
‘upeanuzaunn, UMEET BO3pacTarOlNi C TeHCHHEM BPEMEHH xapartep (cM. puc. 3). H B Cnyyae 
“MHOTOKAaCKaMHbIX CHCTEM MOXKET HOCTHIHYTh HEAONycTHMOM BenHYMHbI. BosHuKaeT BONpoc;: 
MOxKHO — JIM NofoOpath napamMerTpbi CxeMbI 3aMeLICHHA Tak, YTOObI 3HAYeHMe ZTOM MO- 
pepeniitocrH B pacCMaTpHBaeMOoM HHTepBasle BPpeMeHH CBeCTH K MHHMMymy? 
_ 4Yro6bi faTb crporHii 4 TOUHbIA OTBeET Ha STOT BOMpOCc, HEOOXOBZUMO BBECTH HEKO- 
‘Opbie MpOcTble MOHATHA KOHCTPyRTHBHOM TeEOpuH PYHRUMH WU PYHKRUMOHANbHOrO aHasH3a. 
ina storo paccMOTpuM MHEeHHy!O cMcTeMy, MpencTaBneHHy!o Ha puc. 4, Ha Bxon 


‘KOTOpou AevicrByer HeKOTOpHId cHrHan 

q 

3 C=, 2, +d. eC, +....+Gnen, 
= i 7 

‘Forfa Ha BbIXOMe CHCTeMbI Nonyyaem- 


U=, Uz; +A, Ug+...-. Fan Un, 


ME Uy, Up,...Un PCAKWUMH CHCTEMbI Ha SEMeHTApHbIe CHrHaNbl e,, &..... en. 

— PasnoxkeHve nmpousBombHOro BXOMHOrO cHrHana e Ha 3/eMeHTAapHble CurHanbi ev 
OReT GbITh NpOMsBeMeHO nyTEM T. H. OPTOTOHANbHbIX PasnoOxKeHHH HIM MpA NOMOLIA 
Onepatopa Prepronbma. c cuMMeTpH4HbIM appom (5). Takum OOpa30M BxOMHOM cHrHan e 
3aTe€M BLIXOMHOM CHrHasl U MOXXHO MpescTaBUTb TOUKAMH B ROHEYHO WsIM OeCKOHEeU- 
HOMEPHOM MpOCcTpaHCTBe 3EMEHTAPHbIX CHTHAJIOB. Takike CAMO MORET ObITb NpeACTaBIEH 
curHall CHcTeMbI 3aMeleHHaA Uy. Ha OcHOBe STHxX oMpeweneHHi sagayy, KoTOpad CTOMT 
lepex Hamu, Momem chopmynupoBaTb cmepzyrouum o6pasom. Ha HekoTopom uHTepBane 
emeHu T 3afaHbl Be pyHKuHH u(t) u u(t,A;,A2.-..An) nepemeHHOw ft, NpHYeM Uy 
SABUCHT ELIE OT HEKOTOPOrO 4MCa MapaMetpoB A,, A,.......Ax. [lapametpbi At HOIRHbI 
ITb Tak BbIOpaHbl, YTOObI OTKIOHEHHeE B T pyHRuUMU Uo(t, A;, Ay... An) oT u(t) 6bI0 
METpHke BaHHOTO PYHRUMOHANbHOrTO MpocTpaHcTBa MAHMMAJIbHbIM BO3MO%RHBIM. 
Tlepexoguy!0 PyHRUMIO CHCTEMbI 3aMeLLeHUsa, KOTOPy!O ONpesenazeM Ha OCHOBEe ONTH- 
HOO MpHOmMxKeHUA B MeTPpHKe DaHHOrO yHKUMOHAMbHOTO MpocrpaHcTBa, Ha3bi- 
€M ONTHMasIbHOM nepexopHon yHuveH STO CHCTeMbI, a CHCTeEMy COOTBETCTBYIOLLYIO 
ol nepexoqHoi byHRUMH — onTHManbHOH cucTemo 3ameeHua. 

E 'B o6uyem cnyyae crpyktypa W 3Ha4yeHHaA 9IEMeEHTOB UuccIenyeMOM CHCTeMbI MOryT 
HEN3BECTHBIC. OmHako cxemy 3aMeLIEHHA MOXKHO ONPEMENHTb NyTEM anmpOKCH- 
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MalHH XaTaKTEPHCTHRH STOH CHCTEMbI (nonysennot SKCL€pYMEHT@NEHbIM NYTEM) WH CHH 
jese Len Ha OCHOBe HéPEHHCH B pesynbTate anmpokcuMallHu NMepexonHOoW yHRuUMU 
Cxemy Takoro THMa 6yLeM Ha3biPaTb MOMeNbIO RAHHOM-CHCTEMBI. 

[pu Bei€ope MeTpHKU chyHKUMOKANEHOTO NpoOcipancTBa HEOOXOAMMO YYUTHBaTb xa: 
pakTep BO3HVKAKWMX B fakKCH cuHcieme WCkexeHHH. Hanpumep, B cnyyae CHCTeM 
B KOTOPb'X TIaEHCe 3HAYEHHE KMEET MCKEKeHKE GOpMbI CHIHaNa, NyywWe BCerO NOLXOLMT 
npvOsvxKeHHE B MeETpHKe MpoctyanctBa C, 

B cnyyae xe HEKOTOPbIX CHCTEM ABTOMATHYECKOFO PeryJIMpOBaHus, KOTOPbIe Ha- 
XOUATCA NOM EO3LEMCTBHEM CTOXACTHNECKHX CH HW TRE BaxkHOe 3HAYeHHE MMEET HHTE- 
Tpanbebii pesyNbTaT uckaxKeHHH, Tyywe BCero NOAXOAMT NpHOMMREHKE B METPHKE Npo- 
cTpaHctBa L?, 

B kauecrBe npumMepa paccmatpveaetcs cxemy 3amewenHua (puc. 5) ycunutens’ mpen- 
cTapBneHHoro Ha pue. 1. Iiprénuskenve ocywiectBaseTca B MeTpHKe NpoctpancTBa C. Ha 
OcHOBe TH3. yenosui Uedpimega (10) (11) Haxogum onTHManbHOe 3HaYeHHeE ROspu- 
uveHta A (cm. pue. 5), KOTOph'H onpenenseT 3HaYeHHeE BEMEHTOB CXEMbI 3aMELIEHHS. 

Dror +e ~MpHMep paccmaTpuBaetca B MpoctBanctse L*, npuyém onTHManbHoe 3Hate- 
Hue kOsduuveHta A HaxoWuM Ha OCHOBe npHOnusKeHHs u(t) pH NOMOLUM NHHEHHO-He- 


—ayt 


n 
3aBHCHMOroO arperata MyHKUMH uo(t)= »’Are OntuManbHoe u,(t) BbIpaxxaetca dop- 


k= 
myon (19). 


B cnyyae 6eckKNHeHHOrO NpomesxkytKa mpHOmuxKeHHA (B MpoctpanctBe L*) onpepe- 
Fe€HHe NepexogHOK yHKUWM CxemMbI 3AMELIEHHA MOMHO CBECTH K 3agaye MHTEpNonAUMH 


co 
—pt —pt 
U(p)= f u(t)e PY dt MipH NOMOUWIM arperata Ucip)=f uolt) e Pr dt B 3a0aHHbix y3ax AHTEp- 
0 


0 
TIOUAWHH Gy, G,... Gx (cm. opm. 21). Dror cnyyak moscuaeTca ¢C NOMOLIbIO mpHMepa, 
B KOTOPOM ONpesenseTcA ONTHMaNbHY!O MOZENb CHCTEMbI THNMa ,,KOHTHHYYM* ‘, HMp. ceri 


RoTOpad OOnafaeT nepemaTOYHoH myHKuMeH K(p)= eV pt (3). 


Cuntas, yTo nepewatouHas PyHKyMa Mofenu K,(p)= we ocHoBe topmys HH: 
Tepnonsunu (24) Haxogum T)=3,56 T : 

3ayayu Takoro THNMa BcTpeyatoTcd B TEOPHH aBTOMATHYeCKOrO perynMpoBaHHa (3). 

H3noxeHHble METODbI MOryT HavTH MPHMeHEHHE B Cyyae aHaNH3a CNOKHbIX THHAMH- 
4eCRHX CHCTEM, BCTpeyaIOLUHXCA B TEOPHH ene, TEOpPHH ABTOMATHYeECROrO perynupo- 
BaHHs H T. A. / 


R. KULIKOWSKI 


OPTIMUM EQUIVALENT NETWORKS AND MODELS 
OF DYNAMIC LINEAR SYSTEMS 


Summary 


In examining steady-state or transient conditions in linear dynamic systems the 
influence of second order factors is usually neglected, i, e. these systems are 
idealized, 

E. g. when studying the transfer function of an amplifier: 

K(p) =SRe-——__*——___, 
x : 
tp?-+ (1+ = \p+— 


1 Ty 
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where : / 
p=io, T,=R,Cy, T.=ReaCa. Ca KE Ores 


(Fig. 1) for low frequenicies we can neglect the influence of the capacity Crs bc eawe 
| 1 
can neglect the factor t,p? and for high frequencies — the factors ——. 
: Ti 
Similarly, studying the transient response of this amplifier (Fig. 9): 


1 Ay NER 2 he? 
en h()=e 1,—e 7x, , 
i t 
for large time-intervals we can meglect the factor e ™ , and studying the front of 
t 
a pulse (i. e. for short time-intervals) we may assume e 7,=1. The error 
i(t)=h(t)—h,(t) which results from such an idealization increases with time (Fig. 3) 
and in the case of multistage amplifiers may realch an intolerable value, The question 
arises as to the possibility of finding the parameters of an equivalent network, which 
would assure the reduction of that error to1a minimum. In answer to this question 
some simple ideas of the constructive theory of functions are introduced. : 
Let us study the linear network shown jin Fig, 4 at the input of which there is 
the signal 
e@=0,€\+a,e.+ se. +Qnen: 


Then at the output we get 
: W=AyUz+Aglet ... +AnUr, 


where U,, U.,.... €, are the response of the network caused by the elementary 
signals €,, €5,.... @,. 

The resolving of any signal e into elementary signals e, can be realized by 
wrthogonal expantion or by means of Fredholm’s operator with symmetriical root. 
So the \input signal e and the output signal u can be represented as a point in the 
linear space of elementary signals. Similarly one can represent the signals of the 
squivalent network. Thus the problem may be formulated as follows: suppose there 
are given two functions u(t) and uo(t;, Ai, Ao......... A,) of variable t. In addi- 
‘ion. ww depends upon some parameters A,, Ay,........ A,. The parameters A; 
should be chosen in such a way as to reduce the error between the function 
BPE tap AA greek ae le i 0) ). vibe A,) and u(t) to.a minimum iin the metric of the given func- 
fional space. 

The transfer function of the equivalent network, which has been found on the 
ase of the optimum approximation in the metric of the given functional space we call 
ihe optimum transfer function of this network, and the network itself — correspond- 
ling to this function — the optimum equivalent network. 

In the general case the structure and the values of the elements of the examined 
ret work may be not known. However, one may determine the equivalent network 
by means of an approximation iin the characteristics of the network (given in an 
xperimental way) and a synthesis of the network on the base of the found charac- 
eristics. We shall call such network a model of the examined network. 
Choosing the metric of the funictional space one must take ‘into account the cha- 
acter of the deformations of the signals arising in the given network. For example 
n the case of the networks ‘in which the deformations of the shape of the signal are 
ft a great importance, the metric of the space C is the most suitable. In the case of 
ome servosystems, which are subject to the action of the stochastic forces and where 
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ne integral effect of the deformations: is econo "he approximation j 
of the space L? is the most suitable. ‘, ; 
As an example the equivalent network - (Fig. 5) of the einpiihes shown i 
has been examined. The approximation | is realized e metric of the’ space C. — 
On the base of the Tchebyshev’s conditions (10), (11) the optimum value ; 
coefficient A (Fig. 5) can be found. This coefficient determines the values of 


can find the optimum values of the coefficient A from the approximation u (t) 
the aid of a set of linear independent functions u(t)=> Are. The Optitamns 
of u(t) is given by Eq. (19). = ap 
In the case of the infinite interval of the approximation tin the space Le aie 
_ termining of the Shei transfer function of the eau ean network reduces 


to the interpolation U(p)= f u(t)e ’’ by means of the set Uy(p)= fi u(t)e dt in the 


points of the points of the imterpolation a,...d Eq. (21). cm : 7 

This case may be illustrated by the example in which ‘the optimum ratiders 1 
system of the ,,continum“ type is determined, e, g. a furmace with automatic as 
rature control which has the transfer function K(p)=e —pT (sh 


pb air 
Considering the transfer-function of the model K,(p)= a 7 
Pp 


we find in the i + a 
0 
polation Eq. (24) T)=38. 56T. Such problems arise im the theory of automatic reguils 


* systems [3]. 


works, e. g. in the theory of automatic regulation. 


ain’ 
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A. SMOLINSKI 


Synteza wzmacniaczy rezonansowych z tréjobwodowymi 


filtrami pasmowymi o sprzezeniu transformatorowym 


Rekopis dostarczono 25. 3. 1954 


Wzmacniacze rezonansowe z trdjobwodowymi filtrami pasmowymi znaj- 
duja zastosowanie w tych rodzajach urzadzen odbiorezyich, w ktorych selek- 
tywnos¢ z dwuobwodowymi filtrami pasmowymi jest za mata, wzmocnienie 
natomiast jest dostateczne. Wzmacniacze z trdjobwodowymi filtrami tylko 
w pewnych warunkach maja zupemie plaski badz tez ro6wnomiernie falisty 
wierzcholek krzywej rezonansu. Warunki powstawania takich krzywych 
rezonansu byly kilkakrotnie badane, jednak zajmowano sie przypadkami 


mie zawsze realnych albo jedymie teoretyedznie optymalnych rozwiazan. 


W pracy niniejszej zbadano przypadek optymalny zaro6wno pod wzgledem 
teoretycznym, jak i praktycznym, polegajacy ma dobraniu réwnych sprze- 
zen miedzy obwodami, silniej thumionego obwodu anodowego i rowno ttu- 
mionych obwodow poSredniego i siatkowego. Rozwazano schemat zastepczy 
wzmacniacza w postaci rownolegtej i za pomoca metody potencjaltéw wezto- 
wych obliczono przewodnos¢ przejsciowa oraz wzmocnienie zespolone 
-uktadu. Zbadano symetrie krzywej rezonansu w waskim pasmie czesto- 


_ thiwosei, w ktérym zachodza zjawiska rezonansowe, j przyroOwnano tozsa- 
Be mosciowo kwadrat moduiu przewodnos2i przejsciowej dla silniejszych 


4 


‘¢e 


gprzezen z funkcja Czebyszewa szostego rzedu, skad uzyskano warunek 


_ rownomiernej falistoSci wierzcholka. W rezultacie stwierdzono, ze przebieg 
- wzmocnienia mapieciowego ukladu zalezy od zmiennej x, bedacej funkcja 


odstrojenia od czestotliwosci rezonansowej, i od jednego parametru b, co 
pozwala na wykreSlenie uniwersalnych krzywych wzmocnienia. Przedy- 
skutowano warunki uzyskiwania rownomiernie falistego wierzchotka. Roz- 
-patrzono synteze wzmacniaczy o trdjwierzcholkowej krzywej rezonansu, 


_ umoziiiwiajaca obliczenie element6w ukladu przy zadanym ksztatcie krzy- 


“wej rezonansu. Wyniki obliczen podano w postaci wykreséw. Wyprowa- 
dzono wzory na obliczanie wielostopniowych wzmacniaczy o tfdéjwierzchot- 
kowej, r6wnomiernie falistej] krzywej rezonansu. TIstniejace w literaturze 
nomogramy zadaptowano do omawianego optymalnego przypadku 7 podano 


_ przykiad obliczania trojstopniowego wzmacniaeza za pomoca nomogramow. 


1. WSTEP 
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mata. Wowezas stosuje sie wzmacniacze z tréjobwodowymi ‘filtrami 
pasmowymi [13]. Ukltady tego typu tylko w pewnych warunkach maja 
plaski albo réwnomierny falisty wierzcholek: krzywej rezonansu [2]. 
Warunki otrzymywania takich krzywych rezonansu kilkakrotnie badano 
w ciagu ostatnich 30 lat. Poczatkowo badania te jako wynik dawaly nie- 
realny ! w praktycé warunek zerowego ttumienia obwodu posredniego [2]. 
[4], [5]. W dalszej fazie prac zwrédcono uwage na mozliwos¢ innego, 
realnego rozktadu tlumien, polegajacego na silniejszym sttumieniu obwodu 
anodowego [10], [11]. Dla tego rozkladu tlumien opracowano synteze 
wzmacniacza z plaskim wierzchotkiem krzywej rezonansu w warunkach 
optymalnych maksymalnego wzmocnienia, ukladu [5], [10], natomiast 
synteza wzmacniaczy o rdwnomiernie falistym wierchotku bylta prze- 
prowadzana w roéznych warunkach. W jednej z prac [16}. przeprowadzono 
synteze dla przypadku minimalnych ttumien obwoddw posredniego 1 
i siatkowego. Przypadek ten, jak .udowodniono, nie daje maksimum 
wzmocnienia ukladu, kt6re wystepuje przy réwnych tlumieniach obwodow 
posredniego i siatkowego [7]. Na podstawie tych zalozen przeprowadzono 
synteze wzmacniacza [7] nie uwzgledniajac jednak drugiego, optymalnego’ 
z praktyeznego punktu widzenia. warunku réwnych sprzezen miedzy 
obwodami. j 

‘W pracy niniejszej rozpatrzono ten ostatni przypadek w zastosowaniu 
do wzmacniaczy o sprzezeniu transformatorowym?. Synteza wzmacniaczy 
oparta jest na funkcji najlepszego przyblizenia Czebyszewa [3]. Jako 
rezultat pracy podane sa wykresy umozliwiajace projektowanie wzmac- 
niaczy w optymalnych warunkach pracy. 

Na koniec nalezy podkresli¢, ze omawiana dotychcezas literatura jake 
i niniejsza praca dotycza wzmacniaczy zestrojonych, to jest o obwodach | 
dostrojonych do jednej czestotliwosci. Trzeba jednak zwréci¢é uwage na 
to, ze mozliwe jest uzyskiwanie plaskiego lub réwnomiernie falistego 
wierzchotka roOwniez i we wzmacniaczach symetrycznie vont 
wzgledem czestotliwosci centralnej, lecz kosztem mniejszego wzmocnienia 
rezonansowego. Na ten fakt zwrécono juz wezesnie uwage [2], ale doktad-_ 
niej] opracowano ten przepadek znacznie pozniej [8], [11], [17]. : 


2. SCHEMAT ZASTEPCZY WZMACNIACZA 


Wzmacniacz rezonansowy z tr6jobwodowym filtrem pasmowym moz 
byé realizowany w roznych postaciach obwodu posredniego jak réwniez 
przy rdéznych rodzajach sprzezenh miedzyobwodowych. Kazdej z postaci 
wzmacniacza odpowiada wiasciwa funkeja wzmocnienia, ktora wyraza sie. 
w krzywych rezonansu rozniacych sie nieco od siebie. 


1Z wyjatkiem techniki mikrofalowej. 
° W czasie pisania niniejszego artykutu autor nie znat poz. [6] wykazu literatu 
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Roznice te zacieraja sie w przypadku ograniczenia rozwazan do 
wzmacniaczy waskopasmowych i do pracy w waskim pasmie czesto- 
tliwosci, w ktoérym wystepuja zjawiska rezonansowe. W tych warunkach 
istnieje rownowaznos¢ wszystkich praktycznie stosowanych uktadéw 
wzmacniaczy rezonansowych z 
tréjobwodowymi filtrami pasmo- a 
/wymi [4], [7j i o wyborze ukladu ; Gas) a3 ie es 
do rozwazan decyduja wzgledy 9 


drugorzedne, jak latwos¢ oraz ele- | G i: ac 
z ft 


gancja analizy matematycznej itp. 

W pracy niniejszej za podstawe 2 
rozwazan przyjeto uklad o réwno- : 
legtym obwodzie posrednim i o Rys. 1. Schemat wzmacniacza rezonanso- 
¢ sbaane wego z trdjobwodowym filtrem pasmo- 
‘Sprzezeniu transformatorowym — wym, sprzegnietym  transformatorowo 
(rys. 1) ze wzgledu na jego duze 
znaczenie praktyczne. Schemat zastepezy. tego ukladu mozna przedstawié 
“w postaci réwnolegiej (rys. 2), podajac straty cewek i kondensatoréw 
‘w postaci przewodnosci G,,Gp,iG,. W waskim zakresie czestotliwosci, 
w ktorym badamy zjawiska rezonansowe wzmacniacza, zakladamy statosé 
tych przewodnosci. 


eee Teae th 


bwy Cwy Cpy G, Co / ok 


Rys. 2. Schemat zastepczy wzmacniacza rezonansowego Ww postaci 
~ rownolegtej 


: 


: ‘Réwnolegle do G, i G, wiaczone sa przewodnosci zrédia Gwy i obciazenia 
Gwe, tworzace razem przewodnosé obu obwodéw zastepezych (rys. 3). 


Ge=GwytG, ) (1) 
Gs=Ge2t Gwe - (2) 


ein: 


Ga Ca la lor Op 6p Lp? Ls Cs os 


Rys, 3. Uproszezona postaé schematu za- 
stepezego wzmacniacza rezonansowego w 
postaci réwnolegtej 


Ko 


W podobny sposdb sumuja sie pojemnosci obu obwodéw 
Ca=Cuy t Crt Crs 

. Cs=Cy+Cy2t+Cwe , 
gdzie Cp: i Cp2 oznaczaja pojemnosci rozproszone obwodéw anodowego — 
i siatkowego, a C, i C, pojemnosci kondensatoréw tych obwod6éw. Poo 
jemnos¢ C, obejmuje pojemnos¢ kondensatora obwodu pore oraz 


pojemnosci rozproszone tego obwodu. ia 
ates pens obwodéw pozostaja bez zmiany otrzymujac oznaczenia _ 


* 


La=L, ; Lip = Le} Loo = Ls; Ls=L,, 
‘oe podobnie jak indukcyjnosci wzajemne ; : 
| M,=M,, ~i My= Mgs % ‘ 
4 - Nalezy tu podkresli¢ brak innych sprzezef magnetycznych (M,,=Mis= 
— =M,..=M3,=0). Sprzezenia te sa szkodliwe, ky wywoluja syne 


krzywej rezonansu [11]. 3 a Bee tae 


Batic 3. PRZEWODNOSC PRZEJSCIOWA I WZMOCNIENIE UKEADU 


eh 


¢ . VG 2 Pes 
£3 Wzmocnienie zespolone ukladu z rys. 3 okresgla sie na podstawie 
e = ‘ 


definicji [14] | ee 
7 3 ku = Uss = Use See Lene er) 
Ea Us, I ed Yp ; — 
x gdzie Eo 
3 Yo | 
ae Ue 


jest przewodnoscia przejsciowa [15]. 
W celu znalezienia tej wielkosci napiszemy réwnanie pradow dla trzec ho 
gornych wezlow obwodow: anodowego, posredniego i siatkowego [9], opie- 
rajac sie na wzorach wyprowadzonych w przypisach w postacr Tag 
pujacej ; 


i=UlGetjoCa ee Eu : 
- jola(1—x2) joy Labi (t= “) 
eon UA(Gp + joCp)+ — Us Ese eemee 
joLp(1—x?2) jw wy Lalpr( (1 —x oe 
Rites : Ux : st \ aU so 


joLpa(l—#2) jo’ LpaLs(1— a 


fe ha eG 700.) Usa pe Ss (11) 
a : joLs(1 — x2) joV Lp2 L, (1 — x2) 

gdzie wspélezynniki sprzezenia 

4 %,= pee Se (12) 
> / Vliskos : 
ee (13) 
"i V Li2 Ls 


_ Pierwszym upraszcezajacym zalozeniem jest pominiecie , wobec 
jedynki w mianownikach wzordéw (9), (10) i (11). Zatozenie to wprowadza 
minimalne bledy, gdyz wspdélezynniki sprzezenia ~, i x. sq rzedu naj- 
wyzej kilku procent [4], [7]. : ; 

4 Z rownan (9), seus i (11) otrzymujemy przewodnosé przejsciowa w po- 


staci 
: 
* hoy 2 /C_C. 2 
EE () OE a+ 99 | yi @.+p)+e3(2 ods 
 - eR OT Sa @ i} | 
Wy e g 
+03 (a+ in} (14) 
. Oo ‘ 
1 1 1 
Oss a (15) 
ae Z V Cala VCpLip VCoLs 
jest czestotliwoscia rezonansowa wszystkich obwodow *, przy czym 
B 1 1 1 
(ig ee ga (16) 
2 ie | + Lp Lp Liz 
ine oznaczenia sq nastepujace: 
_ttumienie n-tego obwodu 
2 ; th —Gn_ : (17) 
} OrCn 
ie n réwna sie kolejno a, p i s; 
tepeze wspdliczynniki -laeeraitae miedzy obwodami 
V2 oN V up (18) 
ae Lyi Lp1 


De eeroituie wszystkich obwodow do jednej ezestotliwosci rezonansowej jest 
m. 2 si Se rezonansu wzgledem tej czestotliwosci rezonansowej [7]. . 


40 = Smolifski . Arch. Elektrot 


d= = =x i , (19) 
We Lys - iS Lye 


i zmienna niezalezna 


DE ee (20 


wyrazajaca odstrojenie od czestotliwosci rezonansowej obwodow. 
W rezultacie wyzej podanych obliczen ze wzoru (7) otrzymujemy 
wzmocnienie napieciowe 


4 sales 0102S 


‘i 2 2 

| : yor on VOCs {( +39) (eee (ast pb 2 Sr) | scot (+) atin 

Oy w @ . 

(21 

Przy wyprowadzeniu tego wzoru nie uczyniono dotychczas zadnych zato- 

zen upraszczajacych z wyjatkiem pominiecia x? wobec jednosci w mia- 

nownikach wzorow (9), (10) i (11) oraz zalozenia staltosci przewodnose 
Ga, Gp i Gs (drugie zatozenie upraszczajace). 


4, SYMETRIA KRZYWYCH REZONANSU 


W celu zbadania postaci krzywych rezonansu, to jest charakterystyl 
wzmocnienia w funkceji czestotliwosci, nalezaloby przeprowadzi¢ analize 
wzmocnienia okreslonego rownaniem (21). Poniewaz wielkosci decydujac« 
0 postaci krzywych rezonansu znajduja sie w mianowniku tego wyrazenia 
wiec wygodniej jest bada¢ odwrotnosé tej funkcji, to jest przewodnos 
przejsciowa Y> , wyrazong wzorem (14). 

Z ksztattu tej funkcji wynika bezpoSrednio, ze nie jest ona w jaki- 
kolwiek sposédb symetryczna wzgledem czestotliwosci rezonansowej ee 
Czynnik el przed nawiasem klamrowym wywotuje monotonicznt 

(a0) 
opadanie wizitiocniénin w funkcji ezestotliwosci. W waskim pasmie czesto- 
tliwosci, w kt6rym odbywaja sie zjawiska rezonansowe, efekt ten jes' 
minimalny i trzecie zalozenie upraszczajace (os w,) w tym pasmi 
czestotliwosci wprowadza z tego powodu bardzo mate biedy. Nalezy jednal 
zwroci¢ uwage na to, ze wewnatrz nawiasu klamrowego znajduja si 


2 
skiadniki zawierajace ( , uproszezenie ktérych do jednosci moze wy 
w / 


wola¢é powazniejsze bledy, siegajace 10°/o w przypadkach waznycl 
w praktyce [11]. Zastosowanie ukladu o kolejnych sprzezeniach: transfor: 
matorowym (indukcyjnym) i pojemnosciowym w pewnym stopnit 
zmniejsza asymetrie wywolana przez omawiane czynniki [11], [17]. 


Piglet ate odes - = 
eh” is - 
hae vs ‘ 
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ens 


_ W rezultacie trzech zatozen upraszczajacych przewodnosé przejsciowa 
bedzie 

. A Cae 
oe Var — nV CaCs {(dart iv) 


G10» 


(22) 


(dy +i) e+ )+08| +04 a +i0} 
Rownanie to przeksztaicamy, do dalszej] analizy wprowadzajac pojecie 
catkowitego tlumienia ukiadu 

de=datdptds. (23) 
Dzielac przez d, dotychczasowe parametry i zmienna niezalezna otrzy- 
mujemy znormalizowane ttumienie 

jildn 

de 
gdzie n rowna sie kolejno a, p i s, znormalizowane zastepceze wspdiczynniki 
sprzezen 


, (24) 


ga, (25) 
de 
s= 2, (26) 
d. 
oraz zmiennag niezalezna w postaci 
ee | an 
de do. \Oy o 


Ww tych warunkach przewodnos¢ przejsciowa wyraza sie nastepujaco: 


pore all de{2a2— 8(da5p0s+ dys? + 5482) + 
$;8._- 


He js) "Alsi + 8) +40 Op + 5a0s + 5p0s)]} . (28) 


~ Wyrazenie to jest symetryczne wzgledem x, gdyz ezes¢ rzeczywista nie 
posiada wyrazéw o nieparzystych potegach, a czes¢ urojona nie posiada 
wyrazow © parzystych potegach. Poniewaz x wyraza sie wzorem (27), 
wiec Vg jest geometrycznie symetryczne wzgledem czestotliwosci rezo- 
nansowe}j. 
_ W waskim przedziale czestotliwosci, w ktorym odbywaja sie zjawiska 
rezonansowe, rownanie (27) mozna uprosci¢ 


Pee ees 1272), (29) 


a ’ 


de O,y 


Wowezas przewodnosé przejsciowa Yp przejawia wobec czestotliwosci 
rezonansowej f, symetrie arytmetyczna. 
+ 


a 
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Zaleznie od wartoéci parametréw krzywa rezonansu wyrazona rowna- 
niami (22) lub (28) moze byé jedno-, dwu--lub tréjwierzcholkowa, przy 
czym w tym ostatnim przypadku wysokos¢ srodkowego wierzchotka nie 
musi byé r6wna wysokosci skrajnych wierzchotkow [11]. Z | 

Najwieksza selektywnosé uktadu uzyskuje sie przy wierzchotku réwno- 
roiernie falistym o mozliwie najwiekszym falowaniu [7], dlatego wiec 
nalezy zbada¢ warunki powstawania tego typu krzywej rezonansu. 


5. ROWNOMIERNIE FALISTY WIERZCHOLEK KRZYWYCH REZONANSU 


Ze wzgledu na wprowadzanie mozliwie maltych znieksztatcen linio- 
wych przebieg6w wzmacnianych (prawie periodycznych) przez wzmac- 
niacz, wierzcholek jego krzywej rezonansu powinien.by¢ plaski, dostatecz- 
nie szeroki i o mozliwie stromych zboczach, gwarantujacych dobra selek- 
tywnose. : 
_ Tego typu krzywa rezonansu wiyskuse sie przy okreslonych wartos- 
ciach wspdtczynnikéw sprzezen *, tak zwanych optymalnych [1], w przy- 
padku gdy wytaniajace sie wierzcholki zaczynaja sie od siebie oddalac. 
Takie krzywe rezonansu odznaczaja sie jednak stosunkowo najmniejsza 
selektywnoscia w pordwnaniu z krzywymi o réwnomiernie falistym 
wierzchotku, otrzymywanym przy 
sprzezeniach wiekszych od opty- 
malnego. Naturalnie zwiekszona 

"i / \ selektywnos¢ uzyskuje sie kosztem 

SemGmnn een nierownomiernosci wierzchotka. x 
Ht Pate Falisty ksztatt wierzchotka apro- 
Te eetinise : ksymuje w pewnym stopniu poza- 

dana jego plaskos¢ w sposdb ana- 
i logiczny do funkcji Czebyszewa, 
funkcji najwiekszego przyblizenia 


“4 HC 
TEERGEGERT [3], [12]. Poniewaz mamy do czy- 


nienia z ukladem o trzech obwo- 
dach, wiec jak wspomniano, naj- 
wieksza liczba rezonanséw nie prze- 
kracza trzech, wobec czego prze- 
wodnosé przejsciowa moze mieé po- 


Rys. 4. Funkcja Czebyszewa szdstego 


rzedu : staé funkcji Czebyszewa szoéstego 
rzedu 
Te(y) = 32y° — 48y* + 18y?— 1. (30 


Obraz tej funkcji przedstawiony jest na rys. 4. 


4 Oraz przy pewnych wartoSciaich dobroci obwodéw. 


\ 


Zadaniem naszym bedzie zbadanie, czy modul przewodnosci przej- 
owe] Y, nie moze miec postaci wymienionej funkcji Czebyszewa w zato- 
niu, ze zmienna x wyrazona jest przyblizonym wzorem (29), prowadza- 
n do arytmetycznej symetrii krzywej rezonansu wobec czestotliwoSsci 
ezonansowej fr. W tym celu zbadamy wyrazenie zawarte w klamrach 
WZOrU (28) i napiszemy je w postaci 


+ 


{ac} = 22? — (b +1)? + 4g? + ja[x?—2(0+ DI=F(a) , (31) 
dzie 
, b=2(s?+ 2+ dadp +4ads + 5pds)— 1 (32) 
F g= (+1) 20st Fash + Aady bs). (33) 


: eZ tych podstawien ete ze {x} czyli zmienna czesé przewodnosci 
rzejsciowej jest wiasciwie funkcja tylko dwoch parametréw b i g, za- 
a od pieciu dotychcezasowych (s,, 8», 6a, 5p, ds) - 

_ Kwadrat modutu badanej funkcji 


F°(x) =7o— 4bx' +1 6g°x" +[(b + 1)*— 4g} (34) 


“' 
“4 
: 


rzyrownujemy tozsamosciowo do przeksztatconej funkcji Czebyszewa 


3 F(x) =alT,(y) +0), (35) 

kad znajdujemy przez zrownanie wyrazow o tej samej potedze 

. : ae 

. : ees / 2 (36) 

3 eG V8 : 

4 Boge 2° pt (37) 

a 27 

3 t+ (2b+1) (3 Ta) 
a 


3 ; . . s * . . wr . 
raz Sucicek konieczny do uzyskania rownomiernie falistego wierzchoika 


2 


ktorym b>0. Wowczas mozna stwierdzi¢, ze rownanie przewodnosci 
ejSciowej wzmacniacza o rodwnomiernie falistym wierzchotku, odpo- 
ajacym funkcji Czebyszewa, przybiera posta¢ 


Yop ob Labs de{2x*— 2b— 1+ jal? — 2(b+-1)]} , (39) 
§)So 
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a moduli tego wyrazenia 


Yp e AE LER oe de a 4bac! + 4b22-? + (2b+1)4 ad 
88,S5 
so de| ree | T, & iz ) : | (2b+ 1 ; (40 
88485 a 8 yb! 
gdzie T( 2 = jest funkcja Czebyszewa szdstego stopnia o zmienne}] 
J 


i 6 
8 Vb o 


Z rownan tych wynika, ze zmiany przewodnosci przejsciowe: 
jak i wzmocnienia ukladu o réwnomiernie falistym wierzchotku zaleze 
od zmiernej x, wyrazajacej odstrojenie od rezonansu i tylko od jednege 
parametru b. 


6. WZMOCNIENIE UKLADU O ROWNOMIERNIE 
FALISTYM WIERZCHOLKU KRZYWEJ REZONANSU 


Wzmocnienie napieciowe ukladu posiadajacego krzywa rezonansu 
© rédwnomiernie falistym wierzchotku obliczamy ze wzordéw (7) i (39 
w postaci 


3 88,S5Sa 
ky=— . z (41 
OV CaCs de {2x2 — 2b— 1+ jar[x?— 2(b+1)]} ’ ? 
przy czym modut wzmocnienia 
ky=- Soe Res pss ae eee (42 
OV CaCs de V' x* — 4bx*+ 4b%x? + (2b + 1)? 
a jego kat fazowy 
= ae 
2x7—2b—1 


W rezonansie w=w, i y=x=0. Modut wzmocnienia rezonansowego zaten 
rowna sie 

88,3.Sa 
nV CaCs d,(2b+ 1) 


Modut wzmocnienia napieciowego mozna przedstawi¢ w znormowane 


postaci 
7 x(x? — 2b)? Tee 
= }} ——_—} +1¢ = 4: 
| 2b+1 |+ f Ae) ; 


Kur= 
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Rys. 5. Uniwersalna eee ca ae wzmocnienia wzmacniacza rezonan- 
sowego Z oo filtrem pasmowym, Wierzcholtek rownomilemie 
falisty 


Rys. 6. Wzgledny kat fazowy wzmocnienia wzmacniacza rezonansowego 
z trdjobwodowym filtrem pasmowym. Wierzchotek réwnomiemie falisty 


na rys. 5, W podobny sposob mozna_ przedstawié niaatedae kat. tazo 
(rys. 6) 3 


x®—2(b+1)x 


oo O=— arctg a 


(46) 
Z analizy ro6wnania (45) [li] jak roéwniez z rys. 5 wynika, ze najbar-— 
dziej ptaski wierzchotek otrzymuje sie dla b=0. Temu warunkowi mate-— 


kur odniesione do wzmocnienia Se ea Kuro PYZy spree opty ; 
malnym wyraza sie wzorem eee, 
3 k ai me 
iy = ign 2b-F 1. ; : j 


skad wynika, ze wzmocnienie rezonansowe maleje ze wzrostem b, a wiec 
i ze wzrostem szerokosci pasma u wierzchotka. 


7. WARUNKI UZYSKIWANIA ROWNOMIERNIE FALISTEGO WIERZCHOLKA 


2 Warunki konieczne dla uzyskania rownomiernie falistego wierzchotka. 
1 ee 
krzywej rezonansu sa nastepujace: b>0ig?= pea nalezy ustali¢, 


_ jakie zwiazki istnie¢ muszqa miedzy thumieniami obwodéw oraz wspél- | 
. czynnikami sprzezen, aby warunki te byly spelnione. Jako parametr 
z okreslajacy postaé charakterystyki wediug rys. 5 przyjmujemy nadal b. 
Wiemy, ze b musi by¢ wieksze od zera dla tréjwierzchotkowej charakte- 
rystyki i ze b=0 dla jednowierzchotkowej charakterystyki o najszersz 
Fe, wierzchotku. 

Podstawiajac warunek rdwnomiernie falistego wierzcholka (38) do 
réwnan (32) i (33) otrzymujemy dla danej wartosci parametru b znorma~ 
lizowane wartosci zastepezych eg ae sprzezen 7 


Lees | 
arab = Jp +99 30¢+28), 


6a— Ss 


= at 4 oo [a+ dp)? +302+20], 


ayes 


| bedace funkcjami znormalizowanych wspdéliezynnikéw tlumien. Z row- 
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ania. (48) eeynika, ze w celu otrzymania rzeczywistej wartosci dla Sy 
eownen byé speiniony warunek {11] = 

i ’ ip <10q Oa (50) 
Zatem przy spetinionej ae (50) dia zadanego ksztaltu charakte- 
rystyki b i danych tlumieh obwodéw da,dp i ds mozna znalezé szukane 
wartosei znormalizowanych zastepezych wspdiczynnikow sprzezen, a za 
*‘pomoca rownan (18), (19), (25) i (26) — geese ose wzajemne lub wspdt- 
-ezynniki sprzezen. 

Z rozwazan tych wynika, ze istnieje nieskonczenie wiele rozwiazan 
“zagadnienia. W praktyce wazne sa przypadki tatwe do zrealizowania i pro- 
-wadzace do maksimum wzmocnienia. Szereg autordw badato rdzne 
‘rozkiady tlumien i wpltyw ich na wzmocnienie [2], [4], [5], [16], [7], jednak 
hie rozwiazano zagadnienia do konica dla przypadku réwnych sprzezen, 
-optymalnego z praktyeznego punktu ‘widzenia °. 2 

_ Najprostszy przypadek réwnych tlumien obwodéw da=d,=ds nie 
“spelInia podstawowego warunku (50) réwnomiernej falistosci wierzchotka 
{2]. Drugi przypadek réwnych tlumien obwodu anodowego i siatkowego 
i= 4, prowadzi do warunku zerowego tiumienia obwodu posredniego 
idy= 0-[2],[4], ktory jest niemozliwy do spetnienia dokladnego, a trudny — 
i kosztowny do speinienia przyblizonego (obwéd z kwarcem [18]). W tym 
‘przypadku suma kwadratow znormalizowanych zastepcezych wspoiczynni- 
kow sprzezen 


sq sta = (b+). (51) 
-. a th at 2 2 s; = 
3 Trzeci przypadek silniej tlumionego obwodu anodowego [10], [7], 
adaje sie do praktycznej realizacji. Mimo ze maksimum wzmocnienia 
rystepuje przy spelnieniu warunku [7], 
; 7 ba > Op =5s= 9p , (52) 
prowadzi w praktyce do niewielkiego stlumienia obwodu posredniego 


celu wyréwnania ttumienia przewodnoscia wejsciowa lampy wzbudza- 
j, to ee rozwaza sie rdwniez uklady z nietlumionym obwodem 


ees a tie aie, 


a 
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\ 5 pet i 
Dlatego wydaje sie celowe zmodyfikowanie tej metody obliczen prz 
zatozeniu rownosci wspdiczynnikéw sprzezen_W postaci . 


Ss. = S.c7 800 (53) 


Wowcezas z rownan (48), (49) i (53), pa- 
mietajac o zaleznosci miedzy znorma- 
lizowanymi wspdtezynnikami ttumien 
w postaci ; 


eee (54) 


obliczamy dla danej wartosci wspdli- 
ezynnika b ksztaltu krzywych rezo- 
nansu szukane wartosci znormalizowa- 
nych tlumien 06, i dp=ds=09 oraz 
wspolezynniké6w sprzezen s. Wyniki 

Rys. 7. Wykresy do obliczenia znorma- 
lizowanych wartogci wspélczynnikow tych obliczen, przedstawione w postaci 
sprzezen 8;=S,=s oraz thumieh % krzywych na rys. 7, pozwalaja na obli 
i 6p=0;=6) w zalezosci od wsp0l- : - ‘ ee 
ezynnika ksztaltu b réwnomiemie ¢Zenle elementé6w obwodow przy zada- 
falistej krzywej rezonansu w przy- _ nej postaci krzywej rezonansu. W szeze- 
padku silniej] thumionego obwodu k 4 
anodowego golnym przypadku plaskiej charakte- 
rystyki wierzchotka (b=0) otrzymuje- 
my znane z literatury [10] rozwiazanie, kt6re prowadzi do nastepujacych |} 
wartosci 6,=0,64, 6,=6;=6,=0,16 i s=0,357. 


0 / 4 3 4b 


8. SYNTEZA WZMACNIACZY O TROJWIERZCHOLKOWEJ 
KRZYWEJ REZONANSU 


Obliczenie wzmacniaczy i jednowierzchotkowej plaskiej krzywej rezo- 
nansu w opisanych warunkach przeprowadza sie wediug znanych z lite- _ . 
ratury [5] wzor6éw, ktodre moga byé tatwo dostosowane do uktadu z rys. 1. 
Brak jest natomiast wzor6éw lub wykreséw do obliczania ukladu z r6wno- |} 
miernie falistag charakterystyka w zalozeniu silniej thumionego obwodu |} 
anodowego i rownych sprzezen miedzy obwodami. b 

Przy obliczaniu tego typu wzmacniaczy zaklada sie zwykle pewna 
nier6wnomiernosé wierzchotka, najlepiej w postaci wspdélczynnika dws 
oraz wzgledna szerokos¢ pasma miedzy wierzchotkami 


_ Bw _ (24 f)w 
fr jee 


ae Szerokos¢ pasma miedzy wierzchot- 
ami wyznacza sie przyréwnujac do zera 
pochodna _ najlepiej Y, W.wyniku czego 


By 


znajduje sie miedzy iinymi nastepujace roz- oo 
: 
. ----07 
eee ee (56) + 
oe | 
2 F na SRE 2 
Vmax 2b. = (57) “| : ! 4s 
i 
wetawiajac te ostatnia wartosé x do réwnania ea ae 
So ed a 55 el ee ee 
iG i, @ i 
= = b : Rys. 8. Krzywa_ rezonansu 
Bw saecieet 
ss a Ge is Sg (58) z xrownomiernie  falistym 


wierzchotkiem 


~ Cheac znalezé catkowite tlumienie ukladu w zaleznogci od wspol- 


: : Pict eo ', (59) 


kw min Ku min 


Ninimalna wartosé -wzmocnienia Kumin, wystepujaca we wegtebieniach 
ierzchotka krzywej rezonansu, znajduje sie jako wynik przyréwnania 
lo zera pochodne} Y?,w wyniku czego znajdujemy miedzy innymi 


peg een (60) 
3 : 


min 


= oie aA ian |e ees | 
O22 25 ze (62) 
ee Wve 2(qw) 


50 


A. Smolinski: 


Tae 


Funkeja pomocnicza y(qw)zilustrowana wykresem 
na napisanie pierwszego rownania obliczeniowego w prostej postaci 


12 L9 


[4 


Rys. 9. Wykres pomoeniiczy y'=f(qw) 
do obliczania wzmacniacza o rowno- 
miernie falistym wierzcholku 


uwidoeznionych na rys. 10, a wyrazajacych zaleznos¢ znormalizowanyc 
tumien 0g i dp =d,=6) od wspdliezynnika qw. Z definicji (24) otrzy 
mujemy drugie ro6wnanie obliczeniowe oc 


eee dale : | 


(64) 


oraz trzecie 


S,=8,=s=f(qw) pozwala  rowniez 
Obliczyé z definicji (18), (19), (25) 
i (26) indukcyjnosci wzajemne 


| M,=sdeLp; ee 
poe ee 
M,=sd-Lps | [Ds (67) 
L 


w zalozeniu, ze uprzednio obliczy- 
lismy indukcyjnos¢ Lg, Lyi, Lie i Ls 
ze wzorow (15) i (16) przy danych 
wartosciach pojemnosci Ca, Cp i Cs. 


| 
Z réwnania tego wyznaczamy thu- 
mienie uktadu konieczne i wystareza= 
jace, aby wierzchotek r6wnomierni 
faliste} krzywej rezonansu mial! 
wzgledna szerokos¢ zewnetrznych: 
wierzchotkow.. B,'f,, a wegtebienia: 
byly rowne kyr/qw. , aq 

Rozdziatu catkowitego ttumieni 
uktadu d- na poszezegdine obwody 
dokonuje sie za pomoca krzywyc 
z rys. 7, przeliczonych do posta 


1.0 Eez ke 
0+ we on 
S=S;=S 

26 
: | te 
é he el 

a fon ee BEE 
i CLUE ae 

10 ty 12 12 14 


Rys. 10. Wykresy do obliczania zor 
malizowanych wartosci wspdélezy 
nikéw sprzezen s,;=S,=s oraz 


mien 0a i Op=ds=0) Ww zaleznos 
od wspodicezynnika ksztaltu 
rownomiernie falistej] krzywej 


zonansu w przypadku silniej + 
mionego obwodu anodowego — 


¥ ay “igh? 
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“Rownania (66) i (67) stanowia czwarte i piate réwnanie obliczeniowe 
-wzmacniacza. Przewodnosci tlumiace poszezegéIne obwody wyznacza sie 
z ich definicji (17) i ttumien obliczonych wzorami (64) i (65). 


Po wyznaczeniu wartosci wszystkich elementow uktadu nalezy przy- 
‘stapié do obliczenia wzmocnienia rezonansowego przy danym nachyleniu 
charakterystyki lampy Sa. Wzmocnienie to mozna obliczy¢ po dokonaniu 
‘syntezy ze wzoru (44), lecz mozna go obliczyé rowniez przed dokonaniem 
syntezy przy zadanych Sq, Bw, qu, zalozywszy wartosci pojemnosci obwo- 
dow Cy ia Gas ‘é 
_ Wstepnego obliczania wzmocnienia przed dokonaniem syntezy (w celu 
‘sprawdzenia przydatnosci wzmacniacza) dokonuje sie ze wzoru 


2 Ww Sa 2 Ww 
he, Sis Ve) ess. - (68) 
H 2 tape (qu) BwV CaCs 


tory otrzymuje sie z (44) BO podstawieniu do niego zaleznosci wyze] 
‘obliczonych, jak na przyktad (63) itp. Wspodtezynniki y(qw) i s(Qw) znaj- 
duje sie z wykresow na rys. 9 i 10. 

: Rozwiazanie zagadnienia nie bytoby kompletne, gdyby nie mozna byio 
‘okresli¢ szerokosci krzywej rezonansu Bs; przy dowolnym spadku wzmo- 
-enienia, wyrazonym wediug oe. 8 wspdiczynnikiem 


z. 

i - Kur : 

e- Gg -: (69) 
4q ; nin Ku 

ay do tego réwnania odpowiednie wartoSci wzmocnienia ze 


wzorow (42) i (44) i uwzgledniajac przyblizona definicje x (29) oraz rugujac 
ic i b za pomoca (62) i (63) otrzymujemy [4] 


a Bs “he 
2 © gi=14 |. I s.) Ty uy 
: 2 [1+ y*(qu))] vu) 


Rozwiazanie tego rownania ma posta¢é 


B Me Pag i fe | 
Se ) Ae Y/ Bt ) hs | peas 
les VV 2 27 ; yA | 


A=(qw) 1+ v*@uw)l V qa : (72) 


A. Smolimski 


wzmacniacza 


obliezania 


Bs 


pomocniczy Ss =f(A). do 
w . 
o réwnomiernie falistym wierzchotku 


Wykres 


aa 


Rys. 


tat 


fa 


ory u 


2 3Be 
B 


Zaleznose 


f(A) jest zilustrowana wykresem na rys. 11, kt 


= 


Ww 


‘obliczenia. 


tT 


Bs 
Bw 


al 


Rys. 12. Wzgledny kat fazowy wzmocnienia O; 


, © 83 


2 
(‘Seren 
_. 


Na base nolery wyznaczyé wzgledny kat. fazowy 9,, wystepujacy 
a 1 
przy odstrojeniu 3 Be Kat ten otrzymujemy ze wzoru (46), do ktorego 


‘ 
podstawiono znane nam wartosci na x i b [4] 


; Bs B, \? 
4 Be [1 2y%as)-(24)| 
4 = ae : aus \ Bw dige 


O,= —arc tg - B, \? ; 
Qw) | 1+ v2 (quw af a4 
pq )|1- »" (dw) — B. 


(73) 


3 7 iB 
Zaleznos¢c 0.-5(5") przy Qw—const podana jest na rys. 12. 


\ w | 


9. OBLICZANIE WIELOSTOPNIOWYCH WZMACNIACZY 
O TROJWIERZCHOLKOWEJ KRZYWEJ REZONANSU 


Wyprowadzone uprzednio wzory obliczeniowe dla jednego stopnia 
wzmacniacza daja sie latwo dostosowaé do obliczania wielostopniowych 
wzmacniaczy. Pamietajac o tym, ze przy kaskadowym taczeniu wzma- 
eniaczy wzmocnienia rosna z n-ta potega liczby stopni, we wzorach obli- 
ezeniowych. ; jednostopniowego wzmacniacza zamiast wspolezynnikow dw 
i qs stosujemy ich n-te -pierwiastki w postaci V Gis i V eu Przy tych 
zatozeniach funkcja pomocnicza przybiera postaé 


q . =a 3 >, any eee <3 Wine . 
4 w(aw) = atte + / ar (74) 


Venn | VV@,,—1 


kt6ra pozwala na obliczenie calkowitego tlumienia ukladu jednego stopnia 
4 By | 


| Lda =2y(qw) - 


: 


(75) 


Z & 


: 
Znormalizowane wartosci_ttumien da, 6 dp =bs=59 oraz ‘znormalizowane 
wartosci zastepezych wspdlezynnikoéw sprzezen s,=s,=s dla jednego — 
stopnia wyznagzamy Z krzywych na rys. 10 dla 

Beats = Gin= V dew «. 76) 
4 

Dane te pozwalaja na obliczenie elementow poszezegdlnych stopni wedtug 
wzordw podanych w poprzednim rozdziale. W analogiczny sposdb oblicza 
sie wzmocnienie rezonansowe jednego stopnia ze wzoru (68). 


54 : ‘. A. Smolifski — 


Szerokos¢ krzywej rezonansu calego wzmacniacza Bes przy pozostatose | 
wzmoenienia kyc/Gces oblicza sie z definicji 


Ie Anat 


Kuer ca es 

eer vate) (77) : 

3 Kine - - ; a 

podstawiajac do rownania (70) : 
de> V Ges ) (78), 


w rezultacie czego otrzymujemy 


delle yy 


aS cig “e *(des)] v(des) 4 


tS ee 


— 


(79). 


Rozwiazanie tego rownania ma posta¢é 


Se ee ee ee 


lV a VV al ON 


gdzie ; 


Ae= (Gu) + (aw) Ve Ge. . (81) 


Zaleznosé (80) jest zilustrowana wykresem na rys. 11. “Nate zwrocié | 
uwage, ze wzgledny kat fazowy O, jednego stopnia wzmacniacza, wyste- 


1 
pujacy przy rozstrojeniu 5 Bes, wyznacza sie ze wzoru (73) lub z wykresu | 


3 
przedstawionego na rys. 12. i 
Znane z literatury nomogramy do obliezania wielostopniowych _ 
wzmacniaczy rézonansowych z trdjobwodowym filtrem pasmowym [4], } 
skonstruowane dla uktadu z posrednim obwodem niettumionym, dosto-— 
sowane do uktadu z silniej thumionym obwodem anodowym przedstawione © 
sa na rys. 13,14 i 15. Zastosowanie ich pozwala na znaczne skrécenie 
ezasu obliczen, jak to wynika z przyktadu nizej podanego. 


10. PRZYKLAD OBLICZANIA WZMACNIACZA ZA POMOCA N@MOGRAMOW 


W trojstopniowym wzmacniaczu, pracujacym przy f,=—463 kHz, stosual 
nek wzmocnienia wierzcholkow do wglebien powinien wynosi¢ qe»=1,l 
przy szerokosci pasma w punktach polowy mocy Bep=9 kHz. Pojemnosci 
obwodéw natomiast Cg=Cp—C;—C,)=—250 pF, a nachylenie charaktery 
styki lampy Sa=1,65 mA/V. : i 


” 7 
J [va wr? 


a, aime, 


eS renner emer Mee IE 
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p oe, : — Kuc max 
y (Jw) ee Kue min 
wy , : - Be, 1,5 
53 : 3,0 
26 
26 14 
24 
ae, 
1,3 
20 : 
18 
2 
16 
12 
15 
(4 
1,3 115 
1,2 
' po) 
P 1,1 
: 110 
1,0 
cafe) 
108 
| 09 
, 6 


filtrem pasmowym 


- Rys, 14, Nomogram II do Seas wzmacniaczy eaonansowych 2 ae 
3 a _ filtrem pasmowym 
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Obliczyé dobrocie obwodéw, ‘wspélezynniki sprzezeh, wzmocnienie — 
rezonansowe, szerokos¢ pasma miedzy zewnetrznymi wierzchotkami By | 
oraz przy spadku wzmocnienia 9 60 dB. 


Rozwiazanie 
Indukcyjnosei obwodow (15) 


i 


+. = 4,76.10-*H = 0,48 mH. 
ees (Qn 463000)? 250. 10- 2 


f 


La=Lp=L¢= 


Indukcyjnosci czastkowe obwodu posredniego sq dwa razy wieksze (16) 
Lei =Lpe = 2Lp-~ 0,9 mH. 

Z nomogramu podanego na rys. 13 odczytujemy.na Skali srodkowej — 

(tate 1,16 prowadzac prostg od n=3 na lewej skalido qdcew=1,1 na prawej 


V(Qw) 
skali. Zatem 4:(qew) =0,86 oraz wediug (62) 


W celu obliczenia rozstepu skrajnych wierzchotkow By, przy danej szero- | 
kosci pasma Bep w punktach polowy mocy, z nomogramu na rys. 14 znaj-— 
dujemy na skali srodkowej Y=9,51 prowadzac prosta od n=3 na lewej_ 


skali do Ip—| 2=1,41 na_prawej skah. Nastepnie z nomogramu na | 
1 ’ : 
rys.15dla 2 =1,16 na lewej skali i Y=0,51 na prawej skali znajdujemy 
WO 5 ad ¥ 
OGD 4 

w 


na skali Srodkowej. Zatem szerokos¢ pasma miedzy zewnetrznymi wierz- 
chotkami 
B 9 
es oon a eee 
ea 1,265 1,265 


Teraz mozna obliczyé catkowite tlumienie uktadu igor ee stopnia (75) 


de = 2. 0,86- ie =0,0264. 
463 


1 
q 


Z wykresu na rys. 8 znajdujemy dla 


Ges dew =) ime =1,03, 


On OFT ; Op = 0s = 0,12 1 S;=s,—=—s=0,56 R SU 


7 


‘Synteza wzmacniaczy rezonansowych caching) 


Wobec tego ttumienie obwodu anodowego (64) 
da=0,77 - 0,0264=0,02 
‘oraz tlumienia obwodow posredniego i siatkowego (65) 
dy=d, 0,12 - 0,0264=0,00316. 


Odpowiednie dobrocie obwod6w wynosza zatem Qa=50 i Q,=Q;=315 
W przypadku gdyby te ostatnie wartosci nie byty mozliwe do zrealizo- 
wania, nalezaloby dopusci¢ mniejsze dew i zatozy¢ bardziej ptaski wierz- 
cholek. 

Indukcyjnosci wzajemne obliczone ze wzoréw (66) i (67) 


M,=M, =0,56 - 0,0264 - 4,76-10-*H=7-10-*H=7uH. 


Odpowiadajace im wspdiczynniki sprzezen (12) i (13) 


(4,76 - 10- a9 


Wzmocnienie rezonansowe jednego stopnia (68) 


; i 6 3 2 
Ne 0 sa sv ive35 eB. 


x 1+0,86? WE Vises Wig) | eet 8 ae 


Zatem catkowite wzmocnienie rezonansowe wynosi kyc; =3.55=105 dB. 
Szerokos¢é pasma Bes przy spadku wzmocnienia 60 dB, a wiec przy 
Qcs =1000, znajdujemy positkujac sie réwniez nomogramami. Z nomo- 
gramu na rys. 14 dla n=3 na lJewej skali i dla qes=1000 na prawej skali 
znajdujemy Y=10 na skali Ssrodkowej, po czym z nomogramu na rys. 15 
z 


dla - =1,16 na lewej skali i dla Y=10 na skali prawej] znajdujemy 
(dw) 

Bse ==2°6 

: Bw 


na skali srodkowej. Zatem szerokos¢ pasma krzywej rezonansu dla catego 
‘-wzmacniaeza przy spadku wzmocnienia o 60 dB wynosi 


“Bes=2,6 By =2,6: 7,1 kHz=18,5 kHz. 


Przy tej szerokosci pasma odstrojenie odniesione do potowy szerokosci 
pasma miedzy zewnetrznymi wierzchotkami 


i SES 92 Cai 


Bw 7,1 kHz 


Poniewaz obliczony stosunek nie ‘miesci ‘sie na _wykresie Z Trys. 


1 > 45 
wzgledny kat fazowy jednego stopnia dla, odstrojenia Vos es obliezamy 
;. . ze wzoru (73) | ; 
> f Cpa 2 
i @,= — are tg el are a =—are c tg(+1,51).- 

0,86(1 + 0,86—2 - 2,67) 
Rzut oka na rys. 12 wskazuje, ze O,= +(180 +56°)= +236 Zatem calkowity | 
> kat fazowy jednego stopnia (43) 
as=180°+236 =—56 lub 360°+86°=56~. 


Calkowity kat fazowy calego wzmacniacza 


Qos 305 = 3.56 = F168 Some ee 4 


; Na zakonezenie chciatbym ziozy¢é sods noe: prof. dr. inz. B. Ko-— 
jorskiemu za cenne uwagi oraz k.n.t. W. Goldemu i mgr. ing sae Hel-— 

Saoiskionin za pomoc, jakiej udzielili mi przy opracowaniu niniejszego_ 
E zagadnienia. ; a 
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a PRZYPISY 


é _ Majac dane spadki napie¢ U, i U, na dwéch indukcyjmogciach, miedzy ktorymi 
_wystepuje indukcyjnos¢ wzajemna M (rys. 16), obliczamy prady ptynace przez te 
: a4 indukcyjnosci w sposdb nastepujacy *: 


/Rowmania Serer nape maja (posta¢ 


Be Ui, i+ jomi, = . a 
= U,=joMi, + jooLal, 3 _ (b) 
R ozwiazanie tych rownan brzmi 


7" — 


Ee es , Rys. 16. Prady i. 
- Te i M ; 
.- I,=- Uy — Us, (c) spadki napieé na 
— > - joLyLg—M" — j@ LL, ~ M* dwéch indukcyj- 
- : pee M : nogciach sprze- 
ae Pp as JA SEE eae 9 iene Ty : (d) gnietych ze soba 
E. Ob, Ly— Mo jOL LM? : 


ee te pozwalaja na obliczenie pradéw I, il, przy danych spadkach napieé 
U, i U» na obu indukeyjnogciach. i 


_Wprowadzajac wspdiezynnik sprzezenia miedzy obwodami 


i: a 
AG re Sere (e) 
i a. J L, Ls 
a = ee NES é 
otrzymujemy réwnanie na prad w postaci 
a i ee x i 
I= r=, U; = U, ; n = (f) 
joL, (1 —x*) “joy LL, (1-2?) 
se. 1 : gles 
oe . U, —— —U,.. (g) 
P 2  jaLAI— 0) joy yD, 1%") 
z \ . 
stabszyeh sprzezen E ine 
: l= ~ 1 | (h) 


rdner M, Barnes J. — — Transients in linear systems — T, I, J. Wiley, New 


a ee 
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oraz 
A 1 A a ¢ 
deren nar onion & Oye i (i) 
joL, joy Ly Ly : 
K 1 a % A oe 
2 Us oe (ules (j) 
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A. CMOJIAHbCKH 


CHHTE3 PESOHAHCHbIX YCHJIMTEJIEA C TPEXKOHTYPHbIMH 
NONOCOBbIMH PHJIBTPAMM H C TPRHC®OPMATOPHBIM COMPASKERHEM 


Pe3stome 


» PesonaHcHbie YCHNHTENH C TPEXKOHTYPHBIMM MOOCOBbIMH unetTpamMM MpvmMeHslorca 
B T€X MpHEMHbIX YCTPOHMCTBAaX. B KOTOPbIx CeNIEKTUBHOCTb © JBYXKOHTYPHbIMH nonocosbimn 
HAbTpaMu ABNAeTCA CNHLIKOM MaNOH, yCHNeHHe we TOCcTaTOYHO. 

Yeunurenu ¢ TpEXKOHTYPHbIMH usbTpaMH TONbKO B H3BECTHbIX YCIOBHAX MMELOT 
BUOSIHE MJIOCKYIO HAW PaBHOMePpHO BONHOOOpa3sHy!O BePLUIHHY peSOHaHCHOHW KPHBOH. 
YcNOBHA BO3SHHKAHHA TaKUX Pe3OHAHCHBIX KPHBbIX ObIIM MCCNEROBAaHbI HEOMHOKpATHoO, 
OWHAKO 3TH HCCNEOBAHHA KacaWCb HE Bcerfa PeasbHbix HJIH TOJbKO TEOPeTHYECKH Ha- 
WYYWHX pewenu. B Hacrosuem Tpynze uccnemoBaH cnyyan HaMy4luero pewieHus kKaK 
¢ TeOpeTH4eCcKOH, Tak MW MpakTMYeCKOH TOUKH 3peHus, COCTOSLMH B NOAGOpe pasHbix 
CONPAKEHHH MEXKLY CHMbHEe 3aTYXaIOLIMM AHODHbIM KOHTYPOM H OJHHAKOBO 3aTyxalo- 
UMMM TpOMERYTOUHbIM HW CETOYHbIM KOHTYpaMH. 

OOcyxmanacb 3aMellatoulax CxeMa ycusMTenaA NapannenbHow copmMp! (pc. 2 u 3) 
MW ¢ NOMOWIbIO MeTOMAa y3NOBbIX NoTeHuUMasOB (popm. (9), (10) u (11)) paccuMTaHo TpaH- 
3UTHBHY1O MpoBonHMOcTb (opm. (14)) H KomMeKCHOe ycuneHNe cucTremMbI — opm, (21). 

3a HesaBuCcHMy!O MepemMeHHy!O » MpHHATa OTHOCHTeNbHaa OTCTpOiika (opm. 20), 
a TMaBHBIMH MapaMeTpaMH RKOHTYpOB sBlsaloTCA — Hx 3aTyxaHHe d, — opm. (17) u 3a- 
MECTHTENIbHbIE KOSPPUUMEHTI CONPHXKEHHH MEXKAY KOHTYpamH o, u oz opm. (18) u (19). 

HccnefopaHo CHMMeTpHiO pe30HaHCHOH KpHBOK B y3KOH Monoce 4acTOTbI, B KOTOPOH 
NPOUCXOAT ABMIEHHA PeSOHAaHca H, RAK Pe3yNbTaT TPEx yNPOWAIOUIHX NOMOXeHHU, Mosy- 
4YeHO CUMMETPHYHY!IO dopMy TpaHsHTHBHOM MpoBogumMoctu — opm. (22). Lenenve Hesa- 
BHCHMOM MepeMeHHOH HW NapaMeTpoB Ha HONHOe 3aTyXaHHe CHCTEMbI dn — opm. (23) 
Benét kK HoBbIM dopmam (2, s, 0) ynomanyTbIx BenH4nH — opm. (24), (25), (26) u 7) 
HB OKOHNATe/bHOK OpMe Tpan3HTHBHOM npoBogumoctH — opm. (28). ¥ 

na nonyyenxus paBHOMepHOM BOHOOOpasHOKW BeHM4MHbI pesonancnoii KpHBOHK 
RKBafpaT MOZYIA TPpaH3HTHBHOM MpoBOoBuMOcTH ObIN ANA COMpsrKeHHM MpeBbILuAarOulUx 
ONTHMANbHOE CONpAReHHE — TOHMECTBEHHO NpHpaBHeH K yHkuMH UeOpiuiepa Wecrow 
creneHi — dopm. (30), orryna Oninu MONyYeHbl YCNOBHA PaBHOMEepHOH BONHOOOpasHOcTH 
Bepxyluki — opm. (36) mo (38). 

Kak Ppe3yNbTaT STHX MeHcTBUA MbI HauINH, 4YTO xOM yCuNeHHa HanpaXenud B -cucreme 
opm. (41) 3aBucuT oT nepemMeHHOH x, aABNstOWWelics PyHKUKeM OTCTpOlkM OT pesonanc- 
HOH 4aCTOTbI H OT OfHOFO Napamerpa b — dopo. (32), uTO no3BONseT HavepTHTb YHH- 
- BepCasIbHble KpHBbie ycounenHs, puc. 5 uv 6. H3 ananu3a ypaBHeHvas Pe3OHaHCHbIX RpH- 
BbIx (45) cnenyeT, uro HavOonee mnockasa BeplinHa RY ACSA mia b=0, uTO u ABA 
eTca ycnosvem Haknyywero conpaxenna. 

O6cyxHeHHIO NODBepranocb yCcHoBHe MONYNYeHHs paBHOMepHOH Josuacopaenee 
BeplwHHbl B BANE HepaBeHcTsa (50), Benyulee Ha MpakTHRE K OHONee CHIbHOMY SaTyxa- 
HHIO A@HOMHOrO ROHTYpPa NP OMVMHAKOBbIX 3aTYXAHHAX*B OCTANbHbIX KOHTYpax. llomarag 


— 1955 ae ‘Synteza wzmacniaezy- rezonansowych < 63 


|HARKOBLIE Ga: COnpaAKEHHH — onpeneneHb! HX HOPMaNW3HpOBaHHble 3Ha- 
YH, a Take TpeOyembie HOPMA@JIM3HpOBaHHbIe SHAYEHHA 3aTyXaHH4 B 3aBMCHMOCTH. 
OT KOSHHuuHeHTa D HPopMbI paBHOMEPHOH BONHOOOpA3ZHOH BEpLUMHbI (puc. 7). 

_ PaccmotpeH cHHTe3 ycunutTenel c TpéxBepwuHHow pesonaHCcHom KpHBOr, nO3sBONS- - 
souseH paccyuTaTb 3NeMeHTbI cHCTeMbI MpH 3amaHHOw cbopme pe3soHaHcHolt — puce. 8. 
Pe3yfbtaTbl pacuéTOB npegctraBseHbl B BALE Buarpammpl (puc. 10) uv pacuétHbix copmyst 
(63 no 65) gas SNEMEHTOB CMCTEMbI HW AIA XapakTepucTHKH ycuneHua (71 u/72) uv ero 
azHoro yrna (73H puc. 12). 

 Bpipemeupt mopmynbi (cM. pHc. 75) ana pacyéTa MHOFOCTeNneHHbIX yCuTUTeNeH C TpEx- 
BEPLUIMHHOH -pe3sOHaHCHOH paBHOMEPHO BOMHOOOpasHOH KPHBOH. 
CyurecTByrolve B nuTepaType HOMOrpaMMBb! ObIIH MPHMEHEHbI K paccMaTpHBAaeMOMYy 
aunyumiemy cnyyaro (puc, 13 go 15) wv npnBegéH npumep pacuéta tTpéxcreneHHoro 
YyeusiuTea np MOMOWM HOmMOrpamM. 


A. SMOLINSKI 
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SYNTHESIS OF AMPLIFIERS WITH TRIPLE — TUNED COUPLED CIRCUITS 


=A é = ; summary 

Amplifiers with triple-tuned coupled- circuits are applied to ‘those’ types of 
eceiver sets in which the selectivity of two band-pass filters is too low, and the 
lifieation factor is sufficient. Only under some conditions amplifiers with triple — 
ined coupled circuits have a flat or uniformly wavy top. of the resonance curve. The 

mditions of realizing such resonance-icurves have been studied several times, but 

‘only the cases of some unreal or merely theoretically optimum solutichs have been 

‘considered. In this paper theoretically and practically the optimum case is analysed, 

3 the case of equal coupling petween eircuits, especially strongly damped pilate-cir- 

uit and equally damped first and third. The parallel equivalent network of the ampli- 
er (Figs. 2 and 3) is examined and by means of the nedalanalysis (Eqs. 

), G0) and (11) the transfer admittance (Eq. 14) and the complex ampli- 

ation factor - (21) are calculated. The relative detuning » Eq. (20) has been 

chosen as the independent variable, the chief circuit-parameters are their 

oefficients of damping d (Eq. 17) and the equivalent coefficients of cou- 

} ling between circuits o,-ando, (18) and (19) The symmetry of the reso-— 
mance-curve is studied in a narrow frequency-band, in which the resonance pheno-— 
mena occur. _As a result of three simplifying assumptions the symmetrical form — 
of transfer admittance (22) has been obtained. The division of the independent. 
iable and parameters ty the total’ damping coefficient of the network d, (Eq. 23) 

results. in new forms (%, s; 0). of-“the mentioned expressions (24), (5), @6!| and 

27) in the last form -of transfer admittance (Eq. 28). 

; Im order to obtain an uniformly wavy top of the resonance-curve, the square 

of the magnitude of transfer admittance has been identified with Tchebyshev’s 

ection of the sixth order (Eq. (30) for a coupling greater than optimum and thus 

the ‘conditions of the uniformly. wavy top have been obtained (Eq. (36), (87) 

and (38). : 

ie As a result of these operations it was found that the voltage Splice on 

factor of the network (41) depends upon the variable x, being a function of the 

ing from the resonance-frequency and upon one parameter b (Eq, (32). This 


allows to draw universal amplification-eurves Pigs. 5 5 an 


The teen ie Tone with \resonance-curves Be cee idee is: discus- 
sed. This allows to calculate elements of the network having a given. shape “ane 
resonance-curve (Fig. 8).-The results of the calculations are presented a diagram 
(Fig. 10) and calculating equations (63), (64) and (65), giving the elemé he 
network and the eae (71) and (72) and phage angle (73) and Fi g. 
-_ _-racteristics. chase 
ie The equations to Sees achaee triple-tuned amplifiers (Fie. 75) 
an uniformly wavy resonance curve and three tops are evaluated, Ths ne 
nomograms are adopted to the optimum case discussed above (Fig. 13; and 1: 
, ‘and an example’ of coho a eee amplifier by means of note ‘ 
computed, - ; = 


es ea aeas 631.3.011.1:621.3.015 
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Nowe twierdzenia o polu elektrostatyeznym 


oo6 Rekopis destarczono 27. 5. 1954 


w pracy powyzszej oméwiono niektore wilasnosci pola elektrostatycznego, 
stanowiace pewien przyczynek do teorii tego pola. Prawo najmniejszej po- _ 
jemnosei przedstawia wiasnos¢ ‘zmaterializowanej powierzchni ekwipoten- aS 

_ ¢jalnej, tj. folii metalowej (0 Sciankach mikomej grubosci), przystosowanej 

- swym ksztaltem Scisle do ksztabtu powierzchni ekwipotencjalnej (folia ta 

- mazwana jest w pracy elektrodqg poésrednia). Z prawa najmniej- 

‘szej] pojemnosci mozna wysnué wmnioski co do struktury energetycznej pola 

elektrostatyemego. Struktura ta warunkuje pewien okreSlony charakter 

 ruchow elroy posrednilej, jesli otrzymata ona z zewnatrz jednorazowy 

_ impuls. 

_ W trakcie rozwazan obliczono pojemnosci w ukladzie dwéch kul, przy 

_ ezym zgnamienny jest fakt, ze wcehodzi tu w rachube nie tylko pojemnosé 

_wzajemna, ale takze j pojemnosci wtasne, dotyczace tej czeSci tadunku, dla 

kktorej linie pola me odzave Zz powierzchni kuli przebiegaja do mieskon- 

a ezonosei, 

a Z wyrazen przedstawiajacych pojyemnosci uktadu dwoch kul mozna obli- 
 ezyé site przyciagania takich kul majacych tadunki odmiennego znaku.. Do- 
ES eiaeee: w ten sposdb do wzorow, ktorym mozna nadaé miano uogo6l- 

higaces prawa. Coulomba. Za pomoca tych wzoréw oblicza sie 

_sily prayciagania w przypadkach szczegélnych, na przyktad: kuli i plasz- 

ate Auli si adinku punktowego itd. 


ee 1. WSTEP 


czy nieréwnomiernosé postepu w tej dziedzinie i w jangeh dziedzi- 
hele elektrotechniki teoretyceznej i stosowanej. 
Tozwojem vnauki_ 0 sane wiata sie bezposrednio wielkie 


66 B. Konorski 


I rzeczywiscie, mozna zaobserwowaé, ze nieliczne prace w tej dziedzinie, | 
nie wylaczajac prac tak wybitnych uczonyeh, jak W. Thomsona, W. Ro- 
gowskiego, F. Ollendorffa (i innych),~majq charakter raczej fenomeno- 
logiczny. Rezultatem tego jest, ze wlasciwie nie bardzo potrafilismy sie 
oddalié od starego prawa Coulomba, ktore- dzisiaj tak samo, jak 50 lat | 
temu, jeszcze wciaz jest centralnym prawem elektrostatyki. Wazne pro-_ 
blemy w tej dziedzinie jeszcze wciaz czekaja, a zbadane zostato dotychezas | 
jedynie to, co jest najprostsze. : 

Wszystkim znany jest fakt, ze przy przejSciu od najprostszych form 
geometrycznych do form nieco bardziej zlozonych napotykamy pietrzace_ 
sie trudnosci matematyezne; sq one czasem tak wielkie, ze wydaja sie 
nie do pokonania. Trudnosci te zmuszaja do rezygnacji z dazenia do Sci- 
stego rozwiazania zagadnienia i powoduja wprowadzanie zalozen uprasz- 
ezajacych. Powstaje tu specjalna sztuka stosowania dosé daleko siega-— 
jacych uproszczen, kt6ére jednak muszq by¢ tak zakreSlone, aby nie uroni¢ 
nic z podstawowych cech badanego zjawiska. Sztuka upraszczania prak-— 
tykowana jest od dawna i czesto. Stosowana jest ona powszechnie 
i w wyniku tego elektrostatyka roi sie od uproszczen i od idealizacji, 
siegajacych czasem tak daleko, ze doprowadzity do elementéw i do ukta-_ 
dow nierealnych. Takim elementem nierealnym jest na przykiad ladunek 
punktowy lub tadunek rozmieszezony na powierzchni nieskonczenie’ 
dtugiego walca. Znane i zbadane jest pole odosobnionej kuli natadowanej, 
ale trafiamy czesto na tereny nieznane, jesli chcemy pdjs¢ o jeden krok 
dalej i rozwazy¢ pole dwéch naladowanych kul. 

Wezmy przyklad: zagadnienie pojemnosci ukladu dwoch naladowael 
nych kul nie jest dotychcezas catkowicie rozwiazane, szczegolnie jesli 
obie kule maja rozmaite Srednice lub jesli wartosci bezwzgledne tadunkéw 
nie sq jednakowe. 

Narzuca sie przy tym koniecznos¢ wprowadzenia 1 do tego przypadku, 
znanego juz od czasow Maxwella pojecia pojemnosci czastkowych przy 
jednoczesnym rozszerzeniu tego pojecia; narzuca sie tu koniecznos¢ wy-_ 
jasnienia roli, jaka w tym uktadzie odgrywa nieskonczonosé. Zagadnienia ~ 
te sa stosunkowo proste i bliskie, a pomimo to nie wida¢ préb ich roz=— : 
wiazania i to nie tylko ilosciowego, ale nawet i jakosciowego; w rezultacie 
problemy te leza odtogiem od dziesiatkdéw lat. Se 

Pole dwéch natadowanych kul jest jednym z podstawowych zagadnieh 
elektrostatyki. Praktyezne znaczenie tego problemu polega na tym, ze” 
dwa dowolne ciala, znajdujace sie w odlegtosci duzej w stosunku do 
ich rozmiaréw, mozna aproksymowaé jako 2 kule; natomiast 2 kule znaj-_ 
dujace sie w bliskiej od siebie odlegtoSci (i noszace jednakowe.r6zno- 
-imienne tadunki) przedstawiaja aproksymatywnie jeden z najbardziej 
podstawowych elementéw budowy materii — dipol elektryczny. a 
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Z energetycznej struktury pola dwéch kul musza z kolei wynikna¢é 
‘dzialajace miedzy nimi sity — w ten sposdb mozna uogélnié i uscislié 
-ezcigodne prawo Coulomba, przedstawione 170 lat temu Akademii Fran- 
_cuskiej. ; 

_ Zbyteczne sa sugestie o praktycznym znaczeniu osiagnietych zwiazkéw 
+-— moze w atomistyce, moze w teorii wysokich napieé lub pradéw zmien- 
‘nych albo w innych teoriach z dziedziny nauki 0 elektrycznosci. Ale trzeba 
podkresli¢ wielkie znaczenie teoriopoznaweze badan tego rodzaju. Umo- 
‘zliwiaja one lepsze poznanie otaczajacego nas. Swiata, gruntuja Swiato- 
poglad materialistyczny r6wniez i w tej dziedzinie wiedzy fizyeznej. 

e Przedstawione tu twierdzenia sa ze soba Scisle zwiazane. Sposdb ich 
‘wytozenia obrany zostal tak, aby wlasnie wykazaé ich wspolzaleznosé. 
‘Tym ttumaczy sie odsuniecie ogélnego omdéwienia prawa najmniejszej 
-pojemnosci az do rozdz. 10 i przedstawienie najpierw szeregu przyktadow. 
Mozna by zrobié inaczej. Jednak celem tych przykladéw jest nie tylko 
ilustrowanie prawa najmniejszej] pojemnosci; wprowadzaja one czytel- 
nika w swoista mechanike ruchéw elektrody posredniej i tym samym 
‘przygotowuja grunt do dalszych rozwazan i twierdzen. 


1. SFORMULOWANIE PRAWA NAJMNIEJSZEJ POJEMNOSCI 
W POLU ELEKTROSTATYCZNYM 


UWAGI OGOLNE 


a. Zalozmy, ze pole elektrostatyczne wytworzone jest przez dwa 
adunki +@ i— @ znajdujace sie na dwéch przewodnikach A i B dowol- 
lego ksztattu (rys.1). Wiadomo, ze ani 
rozktad linii tego pola, ani rozktad poten- 
tow nie zmieni sie, jezeli w miejscu 
dnej z powierzchni ekwipotencjalnych 
umiescimy nieskonczenie cienka folie 
etalowa; folia ta musi byé oczywiscie 
‘zupelnie Scigsle przystosowana do ksztattu 
yowierzchni ekwipotencjalnej. 

- Nazwijmy opisana wyzej powierzchnie 
ai elektrodqa poSsrednia; 
elektrode posredniq bedziemy oznaczali 
przez E. Na obu powierzchniach (nieskon- 
‘ezenie cienkiej) powloki E istnieja tadunki 
luencyjne. — 

_ Nastepnie pojemnos¢é miedzy powierz- 


Rys. 1. Ukiad powierzchni 
Be F ekwipotencjalnych i linii pola 
hnig A i lewa powierzchnig elektrody po- elektrostatycznego 


a prawa powierzchniq clektrédy. posrednie} 
nosé C miedzy powierzchniami-A i B jest 
pe solos 

as . 


_$rednia E zajmuje miejsce Bbirietewnk ekwipotencjalnej p. Pray jmu 1je 
- 26 metalowa biona Ema dostateczna Seas enw $ ze mare byé Dak eis wal 


? elektrody posredniej E oznaczmy przez Cok Cy. 
Po dokonanej zmianie potozenia E poprzednia Poe 
i B zmieni sie na C’, przy ezym 


_-warunkach ee pnickesiaioeaee eta eece pat elektrostatyez 
aot zawsze wieksza od poprzedniej poems Cis tj-ze 


a. eg oon oe 


- Nieréwnosé -powyzsza fet spetniona dla Kaédego alot p eke 
 pogsredniej E, ktore nie ice zgodne z, Spe powierzchnia_ ekwipote 
— ejalna p. 3 meer se Cl 
Potozenie elektrody posrednie] é eeiine Z cpouiercta ekwi 


w miejscu. macierzystym ata na jmniejs ze J 

— ukladu A, E, B. 

_ Twierdzenie powyzsze mozna nazwac * prawem Aajemiciere) ‘po sae 
ne: w polu elektrostatyeznym, Sct wt oe 


LAi B sa swalcami cacwont 0 prostoliniowych rownolestych osiacl 

3 (rozdz. 2—5), lub gdy 
iW. Ai B: ‘sa kulami (rozdz. 6—10). 

ae Opisowi zawartemu w rozdz. la odpowiada nastepujaca definicja: 
lektroda posrednia w _ ukladzie pola elektrostatycznego nala- 
wanych przewodnikéw A, B (rys. 1) nazywamy bione metalowa pomi- 
Inej grubosci (wlasciwie: nieskonezenie cienka), ktora posiada postaé 
dnej z powierzchni ekwipotencjalnych tego uktadu. 

Ae celu odréznienia od elektrody posredniej E powierzchnie A i B 
zywae bedziemy krétko elektrodami. 

Procesem energetycznym nazywaé bedziemy proces fizy- 
ny, kt6éremu towarzyszy zmiana energii ukiadu w czasie. 
Y, prawa najmniejszej pojemnosci wynika, ze kazde przesuniecie 
ektrody posredniej jest procesem energetycznym (strona fenomeno- 
siczna tego procesu zajmiemy sie w rozdz. 5, analiza przyczynowa — 
rozdz. 10). 
_Zasadniczo biorac, pole ukiadu A, B traci sw6j charakter ae elektro-— 
itycznego ‘podezas zachodzacych w nim procesow energetycznych. Aby — 
30 uniknaé, bedziemy przyjmowali, ze wymienione wyzej procesy — 
ergetyczne (przesuwanie elektrody posredniej) odbywajqa sie z pomi- 
Inie mata predkoseiq (Scigle: z nieskonczenie mata predkoscia). 
\ 
_ 2. POJEMNOSC UKEADU DWOCH WALCOW KOLOWYCH 

= 2 DO ROWNOLEGLYCH OSIACH 


Przyjmujemy jako znane paere nizej wyrazenia dla pojemnosci ukla- 
w tego rodzaju. Oznaczenia uwidocznione sa na rys. 2; 1 oznacza diugos¢ 
aleéw w kierunku peo sopadiym do plaszezyzny tego rysunku. 


 Rys. 2. Uklad 3 waleéw o osiach réwno- 
a; legtych lezacych w jednej plaszczyznie 


przy czym 


De tty ts Det acne to 

ST 9p, } tS op, Mee ee 
oraz. ? ‘ *: | 

Cg O57 1e = 0 : 8) 


(na rys. 2 jest c.3;=C). 

b. Pojemnosé miedzy walcami 1 i 3 potozonymi jeden wewnatrz dru- 
giego (czyli w tak zwanym potozeniu pee AGH Cy aay przy Bie eae 
warunku podanego nizej w f wees: 


2rel 


ae ee ee ~ 6) 
a ye te Oye tigate Bt ls 
tT; dy—Cy3 
= przy czym : : 
pao | —D?, eae ae © -D2+r—7 
ee = : d,= ————; d,—d, =D 7 
age : ’ dy 20,5 ’ 3 IDs bi 1 13 ( ) 
3 oraz , eas 
f i te ate 
(na rys. 2 jest c,;=C). tg 
: . Droga prostych przeksztatcen wzorow (3) i (6) mozna znalezé wyra- 
ae zenia | 
age 2nel D2, —r2—r? ; 
gee ; Cc ae er ee 230 8 
ae Olay ye ee ee oe 
ee . 2mel wee P+n— - 5 een ae 
net a a js 
Mozna zatem napisa¢é ; 
2rel 
Cy; = D2.—r2—r (3a, 
‘ 23 3 2 es + an 
arches 
ZT oP3 
| Qrel ae 
= - (6a. 
Cee 2+RoDE (6a) 
arch ee 
2r\Ts 


Uwaga: Wzory (3), (3a), (6), (6a) etc. dotyczq waleow nieskonczenie diugich; 
wielkoSci Cy3, C;3 etc. ozaczaja pojemnosci uktadu tych waleow na kaady ode 
ich diugosci. fs 
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# ; ; S . S 
c. Pojemnos¢ dwéch walcéw_,,zewnetrznych‘* o jednakowym promie- 
niu r,=7T,=r jest nastepujaca: 
ae : 2rel oe tel 


| C4=——— = —=, (9 
Pr 12 a d-+c ra a py ze ) 
d—c 2r 4r? 


przy ezym 


D 
sie ee ?=D?,—r*. (10) 
d. Pojemnosé dwéch walcéw wspodisrodkowych 1 i 3 otrzymamy zakta- 
dajac w (6), ze D,,=0 (po podstawieniu do (6) wartoSci c,, z (8) i przej- 
Sciu do granicy d,=d,—+0o 2 
C= _ 2nel ; (1 1) 
elie 
TY 
e. Warunek, aby powierzchnia cylindryczna 3 byta powierzchnia ekwi- 
potencjaina w polu walcow 1 i 2, jest 
Cig = Coo « (12) 
Jezeli obliczymy i przyrownamy do BER ds obliczone z par walcdw 3, 
2 i 3, 1, to warunek ten bedzie 
; Doe Prenat 
D3z of D,; 5 
foreli obliczymy. i przyrownamy do siebie d, obliczone Z par qaleee 1,2 
1 2, 3, to warunek (12) przyjmie postaé 
Di, aaa eee De tic 
D3» - D4. 


Dbliczajac analogicznie d,; z par walcéw 1, 3 i 1, 2 warunek (12) mozemy 
napisa¢ 


(12a) 


(12b) 


Seats ope te Oe at Soloway 


py Eee ee (12c) 
. D;3 Dis 

_ f. Warunkiem stusznogci wzoru (3) jest 
ee Dog >t. +75 - (13) 
Zaktadajac 

“ Don =Ta+Ts (14) 


otrzymamy z (4) 
d,=7,; dg=T2} Co3=0 


oraz 


Coo, (15) 
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h 


Warunkiem slusznosci wzoru (6) jest 


f= aS 
1B Fadl ies A 


Zaktadajac : = 
D533=T3 73 (17) 

otrzymamy z (7) : 

dj=1r,; d,=13; Ciz=0 

i stad wynika rowniez (15). 


3. DWA PRZYPADKI SZCZEGOLNE UKLADOW SYMETRYCZNYCH 


Przyktad la. Stan przed przesunieciem elektrody posrednie} 
(rys. 3); E znajduje sie w miejscu p. | 


to Ere 


c' 


OHO O40 
OHH) HI® 


E E 
Rys. 3. Do przy- Rys. 4. Do przy- 
ktadu 1.a ktadu 1.b 


Pojemnos¢é C dana jest przez wzor (9); pojemnosci C, iC, wynosza 
* C,=C,=2C. ee 
Przyktad 1.b. Stan po przesunieciu elektrody posredniej E z p do 


p, (rys. 4). . 
Dla pojemnosci wypadkowej otrzymujemy w tym przypadku w26r 


rel ; 
In[(D, + 7 D?— 41?) (D, + V D2—4r?)] —In 41? ee 


Wprowadzajac oznaczenia 


r C= 


y =(x+p x? —4r’) [(D—x)+V(D—x)?—4r]=MN, 


znajdujemy 
; ; 1 1 
=MN ——— nes 
2 | V x? —4r? V (D—x)?— 4r? 


Wynika stad, ze yext, zachodzi dla see 


Beal 

ey 

2rir; e Rae 
ee es Rys. 5. Kondere we 


z ; Yel es z eee ‘ < 
Pa tV—Di tha aa 08) St 


; In 


“pat iont ye Dt 4D?,r2 
V(—D?, +72 — 12)? — 4D? 7? 


Be Vente zachodzi dla D,,~=0; poniewaz 


= ig i 
er ae ay oe ae 
eee Dis Diy= 


* PRZYPADEK OGOLNY 


ronwaia nie jest naruszona, jcieeh es a 
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Na marginesie naszych rozwazan mozemy stwierdzi¢c, ze przy uzyciu~(18) 
z (20) wynika bezposrednio . | 


Zaktadajac, ze D,,=0 znajdujemy 


2 
(X13)p,,=0= aay) 
1 
podstawiajac te wartos¢ do (6) znajdujemy od razu wyrazenie (11). 
- Szeregowe potaczenie kondensatoréw C,, 1 C,,; prowadzi do wines 
pojemnosci C miedzy elektrodami A i B w postaci 


In X43 Kos . (21) 


Stad uwydatnia sie rola funkcji 


X=X3Xo3= in Dis tritr+V(—! De +r3— nm) —anfD3 [D4 


i Arey i 
—ri+(D3, +r2— 12)? — 42D?) 
Ww rozwazanym zagadnieniu. Uwzgledniajac, ze 
~ Dos=Dyp+Dip 
i przyjmujac D,,=const, otrzymujemy po przeksztatceniach 
ox BE Dis 


aD, 2X, Di ttn WX, +d, 


= B8ririX | 


Ze wzgledu na warunki (13) i (16) wartos¢ X jest zawsze dodatnia i rézna 
od zera; dlatego tez ekstremum funkcji C zachodzi, jezeli 


auaereees 2) eine nae eden TY eee 
273 Xp, Di eT ates eee sci et 
to znaczy jezeli 
Coz = C43 - 
Zgodnie z (12) réwnos¢ powyzsza stanowi warunek, przy ktdérego spet- 
nieniu elektroda posrednia E zajmuje potozenie powierzchni ekwipoten:- 
cjalnej w polu elektrycznym walcéw A i B (potozenie macierzyste). Zacho- 


dzace tu ekstremum wielkogci C moze na zasadzie rozwazan w rozdz. 3. 


oraz dalszych wywod6éw w rozdz. 5 odpowiadac Dees najmniejsze, 
wartosci pojemnosci. 


ein 
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- W ten sposob twierdzenie o najmniejszej pojemnosci zostato udowo- 
dnione dla przypadku dwéch rownolegtych walcéw o rownych Srednicach. 
Na zasadzie rozwazan zawartych w rozdz. 2 mozna je réwniez uwazaé 
za udowodnione, jesli walce maja Srednice niejednakowe. 


5. ENERGIA UKZADU DWOCH WALCOW 
PRZY ZMIENNYM POLOZENIU ELEKTRODY POSREDNIEJ 


ANALIZA RUCHU ELEKTRODY 


~Mowiac nizej o zmianie potozenia elektrody posredniej mamy na mySli 
zmiany spelniajace warunki podane w rozdz. 1. 

Zatozmy, ze tladunki +Q na elektrodach A i B pozostaja niezmienne 

i ze Srodek O, elektrody posredniej] E zmienia swe potozenie na prostej 


O, O, (rys. 2). Kazdej wartosci D,, odpowiada wéwezas okreglona ilos¢ 


energii W,, zawartej] w przestrzeni miedzy powierzchniami 1 i 3 oraz 
ilos¢ energii W;, zawartej w przestrzeni miedzy powierzchniami 3 i 2; 
caitkowita energia pola elektrycznego jest 


W=Wy4,+ Wee - 


Poszezegolne wyrazy tej rownosci sa proporcjonalne do wyrazen 


et Xe eX, le X5 (22) 
a T3 T. 

Jak wiadomo, wielkos¢ W uzyskuje najwieksza wartos¢, jezeli potozenie 
E odpowiada powierzchni_ekwipotencjalnej, to jest, jezeli D,, spetnia 
warunek (12). 

_ Wysoce pouczajace jest graficzne przedstawienie przebiegu zmien- 
nosci powyzszych trzech wielkosci W,,, W2;. W w zaleznosci od D,s, 
Wykresy takie przedstawiono na rys.6 i rys.7. Rys.6 skonstruowano 
przy danych r,=rT,=10; D,.=100; r,=40. D,, moze sie tu zmieniaé od 
D,;=30 (walce 3i2 polozone najdalej od siebie) do D,,= — 30 (walce 312 
potozone najblizej siebie). Wartos¢ D,,=0 odpowiada wspdélsrodkowemu 
potozeniu walcow 1 i 3. W tym punkcie energia W,, posiada swe maksi- 
mum (por. rozdz. 3.2.), natomiast dla D,,= +30 mamy W,,=0. Wielkos¢ 
W., zmienia sie w spos6b monotonny od punktu /(D,,=30) do punktu 
a (D,,=—30). Maksimum tacznej energii (punkt y) przypada w punkcie 
D,,— 13,246, kt6éry otrzymuje sie z (12b) lub z (12c). 

' Inny charakter maja krzywe na rys.7, gdzie zalozono, ze 27Tr, > D,,; 
rysunek ten skonstruowano przy danychr,;=r,=10; D,.=100; r,=60. — 
i. Dia: obu rysunkéw charakterystyczny jest plaski przebieg krzywej W 
w punkcie , y- Jednakze polozenie elektrody posredniej E odpowiadajace 
te mu punktowi jest potozeniem rdwnowagi chwiejnej. Z obu rysunkéw 


~ 


Sega uu (6) 


30-20 +410-—«O 
ee eI 


Rys. 6. Energia ukiadu PIZY! <: 
zmianie potozenia elektrody 
Bansko 


% Aby odpowiedzieé x na pierwsze pytanie, naleay zauwaiyé ze jezel 
3 0 niezii 


; sae = “Aiea (oe Cc Ee : 
113+) (D® +r? — 12)? — 4D? > D? + 2-2 +- (D2 —ryP— 4D 
© (O+r,)?— 73) [(O—r,)*— 11 > [(O'+-7,)*— 73 [(D'— 1)? 79] 3 


ostatnia za nieréwnosé, ze wzgledu na D'>r,+7r,, jest zgodna z zalo- 


i, io réznych odlegtosciach miedzy osiami (D,, w polozeniu I, D” — 
pofozeniu II) oraz zakladajac D”>D,, dochodzimy do wniosku: 
-pojemnosé Ce w potozeniu II jest wieksza od pojemnosci C w polo- 
BOOTIE oe vom . eo 

ynika stad, ze jezeli elektroda E znajduje sie w polozeniu II (rys. 8), _ 
energia pola elektryeznego walcow 1, 3 jest mniejsza niz energia pola ie 
ych samych walcéw w potozeniu I (6) elektrody E (w obu przypadkach — 
walec 1 jest wewnetrznie styezny do 3; D,,iD,. sa wielkosciami statymi). — 
iara energii Ww’ uktadu przy kacie y (rys. 8) jest wyrazenie = 


: i Pia dg 


{ D?, + D?2,—2D,,.D,, cos p—r2—12 
) tae a 
5 o ; : 27 Ts eR 


De. =2DyDj, cos pr? — 12)? —4 (D?, + D?, — 2D,.D,, cos g)r? \ 
: eS 27ots 


Rys. 9. Przejscie elektrody posredniej ee 
z potozenia B do polozeniag 


uch elektrody posredniej, ktéra po dojéciu do poto- 
é dookota styeznego do niej walca 1, az osiaga 
ynkowe a (rys. 9). To samo ostateczne potozenie 
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osiggaelektroda E bezposrednio, jezeli impuls dzialajacy ‘na nia w polo- 
zeniu y miat kierunek O, O,. W nieco odmienny sposob zachowuje sie 
elektroda posrednia w przypadku przedstawionym na rys. 7. W potozeniu 
f przy najmniejszym impulsie skierowanym prostopadle do O, O, zaczy- 
naja na E oddziatywac takie same sily, jak opisane wyzej; pod ich 
wptywem elektroda E obraca sie naokolo walca 1 stale pozostajac Zz nim 
w stycznosci. Jednakze ostateczne potozenie odpowiadajace wartosci 
W=0 elektroda E osiagnie wéwczas, gdy podczas swego obrotu osiagnie 
stycznos¢ réwniez i z walcem 2 (potozenie 6, rys. 10, por. takze rys. 7). 
_ Rowniez i krancowe potozenie a. elektrody E uwidocznione na rys. 7, 
nie jest polozeniem ostatecznym i przedstawia stan rownowagi chwiejnej. 
Zachodzace tu zaleznogci ilustruje rys. 11. Na zasadzie podanego wyze] 


Rys. 10. Przejécie elektrody posred- Rys. 11. Chwiejnos¢ elektrody po- 
niej z potozenia B lub ado potozenia 6 Sredniej w potozeniu a 


twierdzenia energia W” (przestrzeni pola zawartej miedzy walcem 1 
i elektroda E) jest mniejsza w poltozeniu II niz w potozeniu I. Miara tej 
energli jest wyrazenie 
- TD tre tite et ia) aD 
rte i 


przy czym, jak wynika z prostych zaleznosci geometrycznych na rys. 11 


D’=/ (D2, + D2,— 2D2, sin? ¢) — (D2, + D2, — 2D®, sin® y)?— (D2, — D2,” . 


Z zaleznosci powyzszych wynika, ze elektroda E po zajeciu potozenia 
ai otrzymaniu impulsu w kierunku prostopadtym do O, O, rozpoczyna 
obrét naokolo walca 2 (pozostajac z nim stale w stycznosci). Kresem tego 
ruchu jest potozenie 6, w ktérym E jest styczna do obu walcéw 1 i 2 
(rys. 12). Krzywa ad (w zaleznosci od kata y) jest naniesiona na rys. 7. 
Wida¢ stad réwniez, ze po otrzymaniu odpowiednich impulséw elektroda 
posrednia przechodzi od potozenia y albo poprzez f do 6, albo tez po- 
przez a do 6. 
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Nalezy jeszcze odpowiedzieé na sformulowane wyzej drugie pytanie. 
dpowiedz jest ulatwiona dzieki rys.13, ktéry przedstawia elektrode 


{ 

‘ 
; 
r 
1 


~Rys. 12. Przejscie elektrody po- Rys. 13. Impuls wywarty na 
$redniej z potozenia 6 lub ado elektrode posredniag w _ kie- 
: potozenia 6 runku prostopadiym do O,O, 


’ 


posrednia EF o Srodku O,, odchylonym nieco od osi O,—O; w kierunku 
lo niej prostopadtym. Przyjawszy oznaczenia tego rysunku widzimy, ze 
sgodnie z (22) wyrazeniem miarodajnym dla catkowitej] energii uktadu 
jest lg F, gdzie 


F( Pie ay ae V(- Be srt nt) arp | (D2, + 
x - eee gee) P< \ 2€087 ye 82 feos? yk 8 


+ D2, te p—r?— 12 + (D3, + D2, te p +72 — 73)? — 41? (D2, + D2, te y)]- 
Mozna sie tatwo przekonaéc, ze a 3 


os =siny-M(y), M(y)=skoncz. 
yp 


1 zatem 


* | ES | ae 
if Tb : ay |y=0 


ze wzgledu na to, iz F(0)=40, mozemy stwierdzi¢, ze na elektrode 
yosrednia E w jej drodze wzdtuz prostej O, O, nie dziataja zadne impulsy, 
tore skianialyby E do dokonywania ruchéw ubocznych (na rysunku: 
w gore lub w dol). Polozenie grodka elektrody E na osi O, O, odpowiada 
6wnowadze chwiejnej tej elektrody. 


6. POLE ELEKTRYCZNE DWOCH NALADOWANYCH KUL 


_ Przedstawimy obecnie prawo najmniejszej pojemnosci w zastosowaniu 
lo innego przypadku: do pola elektrycznego dwéch natadowanych kul. 
rzykiad ten jest konieczny, poniewaz posiada on cechy odrebne od 


See 


ae diugich walcow). Dapierd Tocpusebie tee praykladu po Oli 
uogolnienie prawa Saja pojemnosci odnoénie do elektrod oO 
wolnej postaci. : 


“podal rowniez wzory o charakterze ogélnym. os ce ee 
oe Nizej zostanie przedstawiona metoda zwierciadlanego 
-_w skrécie. . ~ 

2 .@: Dane sa dwie kule Seas polozone jedna na ges drug 


Rys. 14. Wzajemne odbicia zwierciadlane 
tadunké6w w 2 kulach potozonych na 
zewnatrz siebie 


_ pole elektryezne, aby w tym polu kula K- -(M, r) uzyskala px 
_ kula K’ (M’, r’) — potencjat zero. Dye w tym celu w srodku | 
--wszej kuli tadunek dodatni 


Q=4nreV: = Bes 
- wtedy: wprawdzie powierzchnia kuli K bedzie ‘miata potencjal 
_ jednoczesnie kula K’ uzyskuje potencjat dodatni Q/47e,D.W celu 
s Peowanis tego potencjalu, umieszezamy w ah scer Dae ves 


= io eae ee SES ee wielkoSci fe ae = 
= Ea weniie na kuli K’ dodatni potenciat Rie eS B,); ? ble 
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aja przepisane potencjaly V i O. Odleglosci a,, a’... punktéw A,, As.. 
d Srodka M’ i odlegtosci 6, , 6,... punkt6w B,, B,... od srodka M otrzy- 
luje sie z podstawowych zaleznoésci odbié zwierciadlanych, np. 


MA,:-MM=a,D=r°, (25) 
rartosci zas tadunkéw obliczamy z rownan see do ; 
=Q"7=Q~, (26) 
Qq ae D 
‘prowadzajac skréty _ = ; 
D~ a= <n ; D—Bn=Yn (27) 


lajdujemy w ten sposdb po kolei 


2 2 


A T r r 
a: 3 B=—-j; G+=Q —; yg; =~; 
; 22) xy D meee 
~ » r 
age a; ts {i 
CN SaaS By=— 3 @=Q,-—; Q,=q,——}3 
Y Xe Ys Ly 
12 2 ie 
Tt: A Be H ks 
43> } py= ==) = Q,—; Q:= 4: ) 
Y2 x3 Yo 3 
y 2 ’ 
r? r x r 
LE aan oreo real oa= eh a) Qn=Qn-1 coe ta Qn =n ese (28) 
~Yn-1 ; Xn Yn-1 Ln 


LnYn-1 T- Ln 
Qn r 1 Qn 7 e 7 
Qn+1 F es oa Qn-1 r Xn : 
Xen+1 
: is ann 10a oe 9 paces © aR open 
DH aah Gye) == = Sa et ; 
a D— 6, Dxr,—T° Day —r? 

Re ran eee BE 7 Dr Se 
— Lnt1 j Dat, —Dr?—xyr? ” Tr D rr apr 
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W celu przemianowania indeks6w w niektoérych TOwnamia a 
napiszemy 
3 Q* zamiast Gia S ze ; 


yr ” Yn-1, (30) 

& pe ” Bn-1 ’ « 
Mozemy teraz przepisa¢ rownania (28) w postaci 

2 ye T r : 

pr= Ses Vo Oe Q* =@n-1- = Oia : (31): 

Ln-1 Yn n—-1 Yn ‘ ‘i 

V} 

Rownania (31) sa analogiczne do (28); wystepuje w nich § 

OF zamiast Q,, f 

y r ce r : is 

r ” ; is ee, ; (32) 

an ; Yn ” Bn,&n | | 

Be » Xn—-1 ” an » Yn- Sal ; 


Wynika stad, ze rownania (31) prowadza do rekurencyjnego rownania (33) 
- analogicznego do (29): 


qn a dn BP Eb cater 


(33) 
Qn41 Qn-1 Tr 4 


b. Wezmy teraz dwie kule metalowe K i K’ potozone jedna wewnatrz 
drugiej (rys. 15). Zadanie, jakie sobie teraz stawiamy, jest analogiczne 


hed d 


Rys. 15, Wzajemne odbicia zwierciadlane 
ladunkéw w 2 kulach potozonych jedna 
wewnatrz drugiej 


ND ot AGEL NE EGS CY, a 


do zadania a: na prostej M’ M chcemy umiescié szereg tadunkéw tak, aby 
w polu tych tadunkow kula K uzyskala potencjal V, kula K’ — potencjat 
zero. Réwniez i metoda postepowania jest analogiczna. W punkcie M 
umieszezamy, ladunek +@Q dany przez (24) dzieki czemu kula K uzyskuje 


potencjait V, kula K’ zaS— potencjat rézny od zera (dodatni), ktory — 
w celu sprowadzenia go do zera — kompensujemy przez ujemny ladunek 


—-) . \. % + -~ 
cy 


} 
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= = 


ah umieszezony w punkcie A,. Kula K otrzymuje teraz dodatkowy poten- 
cjat ujemny, ktory kompensujemy przez umieszczenie w punkcie B, do- 
datkowego dodatniego tadunku Q, itd. Otrzymujemy 


M'A,-M’M=a,D=r"; q,=Q-— 


D 
oraz, wprowadzajac oznaczenia 
In=Or—D; Yn=Pnt+D 
znajdujemy 
ees ve r Tr 
aS ae ae = ? Q = ara 9. 
1~ Dp? By i qi=Q D 1 S 
ne r r 
dy = , b,=—; Q2=Q, ’ Q.=q2—; 
Yi L2 1 ee) 
ine = - Tr 
rare ne 5; Ba=—; Qn=Qn-1- 5. Qn=GQn — (34) 
Yn-1 Ln Un-1 Ly 
& 
Z zaleznosci tych wynika 
T D T D 
Qr=Ori (1-2); Qn+1=Qn— Me ) 
uC Xn 1b Un+1 
Qn ae at 1 : Qn = £ (1 ae D\ : 
Qn+1 r 1 pe ge Qn-1 tr Xn 
Ln+1 
ats 1 tn D—anD* LS aa REN 2 wee 
D r’D+x,D? ; Ln+1 rx, —1?D—InD? ’ 
Qn oe on n D - ~ Qn pace Qn St aati : (35) 
Qn41 r T Ln TT Qn+1 Qn-1 Tr 


Otrzymuje sie zatem r6wnanie analogiczne do (29), a po przemianowaniu 
indekséw jak w (80), zamiast (34) znajdujemy 


is Ke be fe 
pr= Pee ts On -1 3) | Qn On (36) 
: Ln-1 Yn 2 XIn-1 Yn 


‘Roznice miedzy (36) i (34) scharakteryzowane sq znowu przez (32); pro- 
wadzi to do zaleznosci 


oe NE od (37) 


_ Wszystkie eztery rownania 9, 63), (85) i enn maja ae sam. 
jest 
1 is oS (é 
oo 
Qn+1 


pans 
kz=— — y ; | 
a : 2 : 


‘natomiast w przypadku ,wewnetrznego“ polozenia kul ==" 


r?+7°—D? 
, 


ti", 


oc 


I 7. ROZWIAZANIE ROWNANIA ROZNICOWEGO (38) 


a. Ollendorff [7] rozwiazuje rownanie (38) przez zalozenie: 5 eae 


‘ 


is =A, eon Ave?” ; > Sees rs 
z ktorego, po podstawieniu do (38), wynika 


- is cosh A= = e Fa Ee ae a) 


ps ‘Stale As As mozna obliczy¢ z warunkow poczatkowych zachodzacyek h 


przy n=0 (Qn=Q5=0,) i n=1 (Qn=Q,). Otrzymuje sie w ten spo! 
zaleznos é Kp 


Qn — sinh 2 


Q [ —cosh | sinhdAn+sinhAcoshéAn —— 
gdzie przy kulach polozonych na zewnatrz siebie eee 


a ter Stal D?—r? ; oe 


sb natomiast w przypadku, gdy jedna kula jest polozona wewnatrz drugie : 
Ss yAORY. 
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Qn+1 ee 2sinh #0 (46) 
Q D k— cosh A) sh An +sinh a ae An 


Zwiazki powyzsze prowadza do wzordw skomplikowanych i do szeregéw 
nie dajacych sie sumowac ani w latwy sposdb obliczaé 


ee... | 

i ; 

? 7 : ss Ub bss sinh (4 (47) 
: Sano [-ee ath), | 

7 sinhA sinh 2A 

przy ezym parametr ft oblicza sie z r6wnan: 

3 ; : , 

j ae ee Sith: cosh a tgh pa sinhl. - (48) 
4 

iE 


b. Szeregi (47) daja wprawdzie wyniki zupetnie Sciste, jednak przez 
ich zawitos¢ i niemoznos¢ zsumowania w skonczonej postaci utrudniajq 
W znacznym stopniu- ‘wnioskowanie. Z tego powodu postaramy sie roz- 


riqzaé rownania (38) w sposdb przyblizony, ale prostszy i bardziej ela- 
styezny. W tym celu w pierwszym z nich zakladamy 


a os 

q es (49) 
oe ; tes Qn gn é 

co | 

q 


prowadzi do réwnania kwadratowego 
z22—kz+1=0 : (50) 


<4 


Oo pierwiastkach 
‘ “kk eee k ie 
nazty SH; a5 Poach a=. a OD) 


V arunek poczatkowy otrzymuje sie z (28) i (34) przy n=1 
_w przypadku kul ,,zewnetrznych* 


eran 


Props: | feet fa ew He 
ee —=Qpz, (52) 
Q, Q D x, Q Dee? Pz 


a w przypadku kul ,wewnetrznych 


ees rr ; 
= == s — = @p . (53) 
mad Dor, : 7 2—D? i 


<— 


: - ‘ a ot eee ae 
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Podstawiajac do (49) wyrazenia (52) lub (53)- 


1 eae 
Q,=Qp= keen 

znajdujemy 

Qn=Qp2"—* (n=1,2....). ; (54) 

Z rys. 14 i 15 wynika 
om ERR oe ty 

a rr 

zatem 
Cee (55) 
2 /min 


W celu uzyskania dostatecznej dokladnosci przyblizona metoda rozwia- 


zania rownan réznicowych (38) wymaga, aby oo (przyjmuje sie przy 


tym preewainie —=2, por, rezdz..'7.p.-C): Wynika stad 2; ljigy ue 


Rozwiazanie (54) ma sens fizyczny tylko wtedy, gdy zalozymy-w nim 
Z=Z,, W przeciwnym przypadku bowiem kolejne tadunki dodatkowe 
miatyby coraz wieksze wartosci i tworzylyby szereg rozbiezny. Mamy 
zatem 


Qn=Qpz,""1. (56) 
W ciagu 
QQ; Q55'Qe. 6 


pierwsze dwie wielkosci otrzymuje sie z warunkow zagadnienia, dopiero 
wielkosci nastepne obliczamy za pomoca wzoru (54). 

c. W analogiczny sposéb rozwiazujemy drugie rdwnanie (38). 
Zaktadamy 


Gaegses Coat Rts fae 8 De (57) 


Wielkosci gq, i gq, otrzymujemy z (28) i (34): 
w przypadku ,,zewnetrznego“ potozenia kul 


(58) 


ie 
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w przypadku ,,wewnetrznego“ potozenia 


r qi r 
d= —; =-——-=Q—-. 59 
l D de kup Dkw (59) 


W ciagu 
G1 >G2593,Q4---- 


pierwsze dwie wielkosci otrzymujemy z warunkow zagadnienia (wzory 
28 i 59); dopiero nastepne wielkosci obliczamy za pomoca wzoru (56). 
Wyrazenia (56) i (57) przedstawiaja przyblizone rozwigzania rownan (38). 
Nie moga one byé uzyte, jesli chodzi o obliczenie odlegtosci a, i Pn, 
poniewaz — jak mozna latwo zauwazyé — przy zastosowaniu (56) z (31) 
i (34) wynikaloby np., ze an=const i 6,=const. Z tego powodu réwnania 
(56) i (57) nie moga rdwniez by¢ zastosowane do obliczania potencjaliw 
i natezen pola elektrycznego obu kul. Nadaja sie natomiast do obliczania 
poszezegélnych tadunkéw Q,,Q3... Gs3,Qa-.. oraz ich sum. 

Nizej], wykazemy, jaki blad popeiniamy stosujac przyblizone rozwia- 
zania (56) i (57) zamiast dokladnych wzoréw (47). W tym celu przepro- 
wadzimy kilka rozwazan pomocniczych. 

A. Stwierdzamy, ze zachodzi nieréwnosé 


Ke Sm, (60) 
2 
gdzie m jest dowolnie przyjeta liczba dodatnia wieksza od jednosci, jezeli 
speiniony jest jeden z warunkoéw: 
i Peay i > D calbo! ¢r2mrci r2D 
lub tez 
II. r > 2mr+D (m1). (61) 


Kryterium I nie jest dla nas przydatne i nie bedziemy go stosowaé. 
Stwierdzamy dalej, ze przy zachowaniu warunku (61) mamy 


TT 1 
=- teat (62) 
Be gD Om 


Najmniejszq teoretyeznie mozliwa wartoscia py jest Pw 0. 


B. Stwierdzamy, ze zachodzi nier6wnos¢é 


s >m : (63) 


gdzie m jest dowolnie przyjeta liczba dodatnia wiekszq od jednoéci, je 


D> mr +h st 

przy ezym albo 7,=7 i rs=1r, albo tez r=? i tof .Oraz 2 
: m>1l ‘a ; 
Przy spetnieniu tych warunkéw otrzymujemy \ 
rr. 1 4 
= = : (66) 
eae D?—r? 2m 
Najmniejszqa teoretycznie mozliwa wartoscia p, jest p,=0. : 
! C. We wzorach (60)—(66) jako m przyjmujemy przewaznie liczby cal- 
- kowite. Stad najmniejszq wartoscia m, ktora bedziemy stosowali jest m=2. 


1D ~ Przy- zatozeniu (42) otrzymuje sie réwnanie- 
7 ke? $1=0 
analogiczne do (50). Zaktadajac, Jos otrzymujemy zatem 
era e~*= 2, (67) 
E. Z doktadnego réwnania (43) wynika zaleznos¢ rekuredouiam | 


Qn+i _ Sinh jee p sinh A(n—1) c 


== — (68) 
OF sinh A(n+ 1)—psinh nd Nee 
- Natomiast z przyblizonego rdwnania (56) otrzymujemy 
Qn+ eS, (69). 
Qn . 


7 


Latwo zauwazyé, ze (68) staje sie identyczne z (69), jezeli przyjaé przy- 
blizona wartos¢ wyrazen sinh An itd. [= 


sinh An ~ e’*"=z,". 


F. W podonny sposob z dokladnego wyrazenia (46) znajdujemy v wz6r 
- rekurencyjny 
Anyi _ k sinh A(n—1)—sinh A(n— 2) 


See as - (70) 
Gn k sinh An—sinh A(n—1) 


Wartosé tego samego stosunku otrzymana z przyblizonego wyrazenia (57) 


— jest 


Qnti 


os =Z.. x --(71) 
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idzimy, ze (71) otrzymuje sie z (70) przez odrzucenie ujemnych poteg 
enn ‘ e-A(n—-1) : e—(n—2) | 
Ly 


_ G. Wzor (68) mozemy przedstawié w postaci 


ih 
Lage 
. Qn+1 _ 1 1 Ee eae GR) (72) 
: Qn 24 : 2 2n-1 Ba ee <ee 22 a eas 
5 \ 5 ee 1— pz; oe 


_Wyrazenie Bg zawarte w nawiasie uzyskuje najwieksza wartos¢c, jezeli 
p=0; mamy woéwczas a 


i 

2 

. ae i 

Pa 1 2 

‘ : za 

ze wzgledu na to, ze z,>1, mamy 

3 : 1 2n 

< Ba max << yan ST 5 - (73) 


1 
~Wyrazenie (73) daje granice wzglednego btedu popetnionego przy stoso- 
-waniu do obliczania Qn+; przyblizonego wzoru (69) zamiast Scislego wzoru 
(68). Przyjmujac w wyrazeniach (60) i (63) jako najmniejsza wartos¢ m 
Bebe 2, znajdujemy 


2= 9 V3=0,268. 
Najmniejsza wartos¢ » wynosi n=2, przeto najwieksza wartosé popel- 
-nionego bledu wzglednego jest 
| y Be max = 0,2684=0,0052 , 


“ezyli 1/2°/, (Przyjmujac m=1,5 znajdujemy z=0,382 i w zwiazku z tym 
“najwiekszy blad wzgledny bedzie w tym przypadku 2°/o). W rzeczywi- 
stosci blad jest znacznie mniejszy, poniewaz wartos¢ p- jest wieksza od 


a 
4 
a 
4 


400 


_zera {przewaznie Bos ia Biad zmniejsza sie przy rosnacym n. Blad 
znacznie sie zmniejszy rowniez, jezeli m jest liczba wieksza od 2. 


i. Wyrazenie. (70) mozemy przedstawié w postaci 


j 
. 


1 
1-—} 
Qn+1 1 1 te oat 
dn Zz 2n-3 Kee ae ‘ 
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Z (50) wynika 


ce! 
° K2j— Ve ees ee : ee ie a 
Z1 k aie 24 5 rH 
i wobec tego . 
, / 
1— a ' | 
Soft oF Sas es Fae Ys ey (74) 

1 Pe) 
1 i 
Otrzymujemy | 
B < Boe eee gan é ’ 7 | 
q max zom rie) ( 5) i 


przy czym najwieksza wartos¢ btedu jest tu znacznie mniejsza niz w G, 
poniewaz w obecnych warunkach nyin=38. : 

Poroéwnanie rezultatéw liczbowych doktadnego i przyblizonego obli- 
ezenia znajduje sie w rozdz. 8b. 


8. OBLICZENIE LACZNYCH LADUNKOW KUL. 


a. Laczny tadunek zawarty wewnatrz kuli K (rys. 14 i 15) jest naste- 
pujacy ) 


Vo=0+0,4a,+...-0f S'a=0+--=0s. (16) 

ya eee 

Na podstawie (51) otrzymujemy / 

1—z, Fe ayes k—2 
2 4 oS 
i po podstawieniu (39) i (40) znajdujemy . 
aay TT (rr)? a 

ee 2(r'2— D®) (14 (r'—1)?- ( 
rt DH ed 

Sipe lor mises = ere oak (D?— 1) (14 Ve : 
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W podobny sposdb znajdujemy taczny ladunek znajdujacy sie wewnatrz 
_ kuli K’ (rys. 14) lub tez na zewnatrz tej kuli (rys. 15) 


[o.e) 


S =U tG2tGs+ -.. =a + S Ceti OT. (78) 


i=2 


~ 


_Po dokonaniu przeliczen otrzymujemy 


Nee? ede (r' +7) 
Ce ee (1+ ae 


D w 
(79) 
T= Aree ian (1 laa ia | 
Ae apy: 2k» V D?—(r' +r)? /} 
Dalej stosujemy jeszcze wyrazenia nastepujace: 
Dg=QrTow lub =Qr'Tox- (80) 
ies at (r’ +r)?—D? =| 
pea D E 2h fe (Sn 
: aCe agai = (81) 
he dead eo 
fee zat) saoae > 


_b. Przeprowadzimy teraz porédwnanie dokladnego obliczenia (wedtug 
Ollendorffa) z obliczeniem przyblizonym. W tym celu rozwazymy dwa 


7 przyktady liczbowe. 
PrzyktadI. r=r=1; D=5;Q 


Rozwiazanie doktadne 
cosh A=11,5, A==3,1292,, sinh A=11,406, 


sinh w=2,2812,. =1,5628, 
2,2812 , 22812 | 2,2812 


=| 


~ 94,531 1246,45 28488 


: =1+0,0418 + 0,00183 + 0,00008+... =1,0437, 
Lee 
» 11400 261,19  5969,7 
==052091. 


=0,2+ 0,0087+0,00038+... 


Rozwiazanie przyblizone 


pze= i =0,0417, 2,=11,5— Vip = 0,0435 , 


YQ=1+0,0417+0,0417 - 0,0435 +.0,0417 - 0,04352+ .. 


dq=0,2+0,0087+0,0087-0,0435+.... oa 
=0,2+0,0087-+0,00038-+ ... _..=0,2091. 


; Bezpoérednie obliczenie 3'@ i = metoda przyblizona: 


ue Q=S,=14+— oe -1) (1 ee 4 S) : .=1,0436, 
25 
as Sees =0,2091. 
| x: Ts Al+s4 an ] 


Przyktad Il. r=1; r=100; D=102; Q=1 © at eae 


Bide pot 
ae 102 100 1 =403. 
100 


Rozwiazanie doktadne 
cosh 1=2,015, A=1,3256,° sinh @=1,7494, 
sinh #=1,7151, 4=1,3085 , 


17151. 1745Y. 1 ST isl 
s Onis gue TTT TEES oy eter 
6,9295 26,212 98,704 371,39 


| _L7151 17151 | 17151 1,7151. 
>) 1,7494 17,0502 26658 100,406 


~Rozwiazanie przyblizone 


1 | cee Se i+. 
pee Ae iy oe ge 


102°—100? 404 


STQ=1+ aes 2657 + 0,2657°+ 7 0,2657°+... . 
404. 404 404 404 


= =1+0,0417+0,00183  +0,00008 +...=1,0437, 


=1+ 0,248 + 0,066 + 0,0174+ 0,00462-+ ... .. = 1,336, 


= 0,981 + 0,243 +0,0643+0,0171+... = 1205 ee 


+=1+0,248 +0,0657 +0,0175 +0,00464+...- = T3366 : 


Twierdzenia o polu elektrostatycznym ; ‘93 


Tom IV—1955 


100 wn) elem 100 : 
S g= 4 + - : 0,2657 + aes 0.26572 = 
102 102.4,03 102.4,03 102.4,03 


=0,9804-+ 0,2432+0,0646 +0,0173+... ye 1,205. 


Bezposrednie obliczenie )’Qi }’q metoda przyblizong jest nastepujace 


Se 800 102?—992 
So=s.=1+ 2(102?— 1002?) (14 94/ ee oe) =1.597, 


Be e100 -102?— 99? 
, et Pare [a+ 3.06 (1+ V ee || = 1.300. 


Przy poréwnywaniu rezultatow obu powyzszych przyktadéw liczbowych 
nasuwaja sie nastepujace uwagi: 


1. Réznice w podkreslonych liczbach nie wynikaja z réznic meto- 
dycznych, poniewaz liczby te stanowia wartosci wyjSciowe, ktére zasad- 
niczo powinny by¢ takie same przy stosowaniu obu metod. (Wystepujace 
tu wiasnie roznice o charakterze czysto rachunkowym sa prawdopodobnie 

-w duzej czesci przyczyna roznic dalszych). 

2. Obliczenie metoda przyblizona jest (przy praktycznie tych samych 
rezultatach) znacznie prostsze i nie wymaga korzystania z tablic funkcji 
hiperbolicznych. Mozna nawet powiedziec, jakkolwiek brzmi to para- 

_doksalnie, ze wlasnie wskutek swej prostoty obliczenie metoda przyblizona 
daje doktadniejsze rezultaty niz obliczenie metoda Scista. Mniejsza do- 

_ktladnos¢ metody Scistej jest spowodowana tym, ze wtasnie wskutek 
-koniecznogci wprowadzenia pomocniczych funkcji hiperbolicznych po- 
wstaja nie dajace sie usunaé zrddita bledéw. 

3. Najwazniejsze jednak nie jest to, jak Scista jest trzecia cyfra dzie- 
sietna w otrzymanym rezultacie. Najbardziej istotna i wazna cecha przed- — 

-stawione}] metody jest moznos¢c przedstawienia rezultatu w postaci 

-zwartego wzoru. Dzieki tej okolicznosci jesteSsmy w stanie wyciagna¢ 

-z istniejacego stanu rzeczy caly szereg wnioskow. 


9. POJEMNOSCI W UKLADZIE DWOCH KUL 


a. Kula K potozona jest wewnatrz kuli K’. Dotychcezasowe rozwazania 
bylty oparte na zalozeniu (por. rozdz. 6a), ze potencjat kuli K jest V 
(wz6r 24), potencjalt zaS kuli K’ rédwna sie zeru. Wobec tego napiecie 
miedzy kulami wynosi 


Ugn= aes . (82) 


es 


roy 


. 5 ; ~ - j is 7 
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Pojemnos¢ uktadu znajdziemy, zwazywszy, ze wewnatrz kuli K znajduje , 
| a 
sie taczny tadunek DXA) (rys. 15) o—~ i 


mPa | (83). 


Uxx' 


Podstawiajac tu wartosci ezynnikow z (82) i (76) znajdujemy szukang : 
pojemnosé 
C=4neEprSy , ~ (84) 
przy czym Sy jest okreslone przez (77). - 
Nalezy pamieta¢, ze warunkiem siusznosci wzoru (84) jest speinienie — 
nieréwnosci (60) lub (61). 4 
Przez podstawienie do wzoru (84) D=0 otrzymuje sie znane wyrazenie © 
pojemnosci dwoch kul wspdlsrodkowych 
rr a 
C40 (85) 
Zaktadajac w (84) r’=0o za pomoca (77) otrzymujemy znane wyrazenie © 
pojemnosci C,. kuli odosobnionej. : 
Ci. =4Keor. (86) 
Tablica l 


Pojemnosé dwéch kul w potozeniu ,,.wewnetrznym” przy zmiennej odlegtosci Srodkéw kul — 
(stosunek promieni kul 7r’/r=10 i 15) 


D | 
Le | 0 1 2 3 4 5 6 
r | | | 
r' C Z } 
=10 —— = 1,111 PTZ eG 15) PB 1,135 1,154 1,186 | 3 
T 4neor > 
T G { 
—=15 ——_— = 1,071 1.072 1,073 1,075 1,077 1,081 1,086 
T 4neéor 
D : 
ee 7 8 9 10 11 
i 
7 C x 
=15 = = 1,093 1,103 1,116 1,136 1,169 
i 4neyr 


Tablica 1 przedstawia wartosci C obliczone z (84) przy 

zatozeniu 1+ =107 lub r’=15r i przy zmiennym sto-— 
sunku D/r. Zaktadajac, ze m=2 otrzymujemy z “61) : 
granice dla D, w obrebie ktorych wazny jest wz0r (84) — 


0<D<6r przy r'=10r ; 


Rys, 16. Do tabl. 1 02D lir-przy + =15r 
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(p. rys. 16). Za wartos¢ odniesienia przyjeto w tablicy 1 wielkos¢ 
~=4neyr. Na rys.17. przedstawiono te zaleznosé graficznie. 


IS 


110 


ania 7a gaan Gane 265 108 Ie 


Rys. 17. Pojemnos¢ dwoch kul w poto- 
zeniu wewnetrznym (tablica 1) 


b. Kule K i K’ potozone sa na zewnatrz siebie. Zaktadamy, jak po- 
przednio, ze kula K ma potencjat V i ze kula K’ jest uziemiona (rys. 18a). 


Rys. 18a i b. Schematyczne przedstawienie 
ukiadu pojemnosci dwoch kul 


W ukladzie pojemnosci musimy obecnie rozrézni¢ dwie pojemnosci 
ezastkowe: pojemnosé C,, kuli K bezposrednio wzgledem ziemi oraz 

. . rie . . Tv : . tT a . . . 
_ pojemnos¢ C,, miedzy K i K’; pojemnos¢ C,, odpowiada liniom pola 


t 
uN 
4 | : 
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elektrostatycznego laczacym te dwie- powierzchnie. Mamy 


_rys. 14 . 
p rys. 14) ee 


E,.= as ue — ee QT, ~ = dregr Te = Aner! ao ) er 2) (87) 
Uxr = Q/4er aha 
Ce _ a= 2a =4negr(Sz—Tz) - a) a(S) 

L KKE' c ~ ‘ ‘a 
_ Wprowadzajac oznaczenie S : i 
: = ge —r)? : me a (89) 

z Re= —(r apie : 

- mozemy napisa¢ ae 
02 ae (1+ Rz), Ss . mage (90) 

t rr eae 
Sz,—Tz=1 ae (1+R2). . (91) 
ieee D : 2(D?—r) a] : : 

Nalezy pamietaé, ze warunkiem stusznosci powyzszych wzordw jest 

speinienie nieréwnosci (63) lub (64). 5 “ 
Przy r=skoncz i r’=skoncez jest zawsze ; 

Seth See (92) 


_ dstotnie, w wyrazeniu (91) jest zawsze 
‘ ay ; . TT i eee 
D 2(D?—r?) ~ 2k,D’ 


— ¢ 


o stusznosci ostatnie} nieroOwnosci mozemy sie pasion’ zalktadajac 
D=r+?r'+a, gdziea>0. 
Zaktadajac we wzorze (91) D=c<, r=skonezir Ses obrzy ria, 
lim m (S.— T.)=1, ezyli lim C5, 4m or. / 
W tym przypadku jedna okiadka kondensatora jest kula K, druga — zie- 
- mia posiadajaca ten sam potencjat co kula K’. 
Ten sam wynik otrzymamy przyjmujac r’—9, + =skoncz. 
Jezeli przyjmiemy teraz, ze kula K’ ma potencjat rézny od zera, 
a uziemiona jest kula K (patrz rys. 18b, kt6ry wykonano opierajac sie na 
S zatozeniu, ze potencjal kuli K’ jest —V’), to symetryczne wyrazenie (87) 


_-pojemnosci C,, 


Cyo= 4negrr' Toz= 40e rT z= 407 T, (87) 


wf pozostaje bez zmiany, natomiast odnosna pojemnose ezastkowa Cy, kuli Kr 
eS jest : 
% _ > C= Amey —T) 
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przy czym 
(i BE 1+R 
Be ees zl oral bere (94) 
c. Na rys. 18a 1 18b przedstawione sa tadunki znajdujace sie wewnatrz 
kul oraz na okladkach kondensatoréw czastkowych; tadunki i potencjaly 
na rys. 18b zaopatrzone sa w kreseczki. Schematyczne obrazy pol istnie- 
_ Jacych w obu tych przypadkach przedstawiono na rys. 19a i b. Zewnetrzny 
okrag A obrazuje tu nieskonczenie odlegta sfere; przyjmujemy, ze jej 
potencjai zawsze rowna sie zeru. Linie pola wychodza np. z powierzchni 
kuli K dodatnio natadowanej (rys. 19a), koneza sie zaS na obu powierz- 
ehniach A i K’ majacych potencjat zerowy. 


Rys. 19a i b. Schematyezne obrazy pola w przypadku 
rys. 18a i 18b 


Rozlaczmy teraz uziemienia obu kul w punktach M, N (rys. 18) i do- 
konajmy superpozycji obu przedstawionych na tym rysunku stanow. Stan, 
ktory powstanie na skutek tego natozenia, przedstawiony jest na rys. 20. 

Na rys.20 jako zrédio napiecia narysowana jest bateria ogniw; ma 
to tylko znaczenie schematyczne, w rzeczywistosci napiecie musi by¢ 
wielokrotnie wyzsze (ta sama uwaga dotyczy rys. 31). 

Na kuli K’ znajduja sie teraz tadunki 


— -d-Sa-—Sa=-@S +01) =—-H; (95)* 
laczny tadunek tej kuli oznaczamy przez — H’; na kuli K natomiast otrzy- 
mamy po dokonaniu superpozycji taczny ladunek H 

Q+2Qi+ 3 Q=OS+qT =H. (96) 
Moga tu zajs¢ trzy przypadki I, II, III, ktore sa przedstawione schema- 
tyeznie na rys. 20. Rys. 20a przedstawia przebieg linii pdl*, rys. 206 — 


* Opuszczamy przy wyrazeniach S,, T,, T,,indeks z tam, gdzie mozna to zrobi¢ 
bez uszezerbku dla zrozumienia wzoru. 
4 Inne uktady linii pola przedstawiono na rys, 31. 
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aaa 


B. Konorski 


odnogsne pojemnosci czastkowe, = 20c — schematy pontzen konigeona’l 
do uzyskania odpowiednich pone: lub, FEEMDROW. na kulach K’ i KL 


: ay Sail (ane rr 


Rys. 20. Schematyczne obrazy pol powstalych przez superpozycje pol z rys. 18a 
i 18b oraz odnosne Schematy, potaczen 


Przy zamknietym wytaczniku B_ potencjaly kul utrzymywane sa przez 
baterie na stalej wartosci. Jezeli wylacznik B otworzyé, to na kulach 
pozostaja stale tadunki H’ i H, przy ezym przez odpowiednie dobranie 
punktu Z (ktéry jest polaczony z ziemia, tzn. ma potencjat rowny zeru) 
mozna osiagnaé, ze w przypadku I jest H>H’, w przypadku Il: H<H’, 
w przypadku III zas: H=H’ (jezeli punkt Z na rys. 20 IIIc odpowiada 
rownosci bezwzglednych wartoéci potencjatéw |—V’ |=| V |, to w celu uzyska- 
nia rownosci bezwzglednych wartosci odnosnych tadunkéw |—H’ |=| H | na- 
lezy punkt Z przesuna¢ na baterii nieco w lewo). ; 


Przypadek IH SH’ albo QS+qT’ >q'/S'+QT (97) 


~ 


Ladunek dodatni kuli K (patrz rys. 201) zrownowazony jest czeSciowo 
przez ujemny tadunek kuli K’, czesciowo zas przez ‘ujemne tadunki znaj- 
dujace sie w nieskonczonosci (na sferze A). W zwiazku z tym ezynne sa 


-w tym ukladzie pojemnosci czastkowe: C,. (pojemnosé wzajemna) i Ca 


Seg wiasna kuli K). 


; z 
ig 
: . ihe: 
eG 
ae a. 
~ > ~~ 2 
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as ae Il. H<H’ albo QS+q'T <q'S'+QT (98) 


Obraz pola i odnosne schematy przedstawiono na rys. 20 1]. Ladunek 
ujemny kuli K’ zr6wnowazony jest tu czesciowo przez dodatni tadunek 
_kuli K, ezeSciowo zag przez dodatnie tadunki znajdujace sie w nieskon- 
ezonosci A. W zwiazku z tym teraz w ukladzie czynne sa pojemnosci 
‘ezastkowe: C,. i Cy» (pojemnogé wiasna kuli K’). 


Przypadek Ill. H=H’ albo QS+q’T =q'S'+QT (99) 


Obraz pola i schematy potaczen przedstawiono na rys. 20 III. Ladunki 
obu kul sq tu zrownowazone, zadna linia pola nie dazy do nieskonczonosci; 
-w zwiazku z tym w ukladzie czynna jest tylko pojemnos¢ ezastkowa C,. 
Potencjaty V i V’ obu kul wynosza 


oe ye (100) 


? 3) 
4neor 4reor 


Z rownan (95) i (96) wynika 

SH—TH' , SH —TH 

Gee ee oe ee (101) 
SS. FY 
-Mozna teraz znalez¢ nastepujace wyrazenia pojemnosci czastkowych: 
W przypadku I 


— SG+TQ _,,, TSVATTV _ —__Anegrr'(SS’—TT)H’ 


{1S aie = SMEg — : =-3 (102) 
V+V ‘a nee SHS OS rT eo 
(S=T)Q—(S'—T')q’ _ 4ne, 

¥ C= s = [r(S—T) V—r(S’'—-T)VJ= 
sy 4xeqr(SS'—TT’) (H =H): (103) 
| S'H—T'H’ 
~W przypadku II 
Gee SQ+T'q’ _ BE es: pat \ ae eenaye (SS 2TH . (104) 
V+V’ V+V (rS —r'T’) H' —(r'S’—rT) H 
Bs v’ Wee | 
4neyr(SS'—TT)(H'—F) (195) 
SH’ —TH : 
Ww przypadku III 
rTV +7r'S'V 4neorr (SS — TT’ 
eae : ) (106) 


V+V eS =T)Aaes+T) 


a 
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OYraZ 
CaS Ca Oe (107) 


Wyrazenie (87) otrzymuje sie ze (102) i (106) przez podstawienie V’=0, 
wyrazenie (88) ze (103) przez to samo podstawienie; podobnie mozna ~ 
otrzymaé np. wyrazenie (93) ze (105) przez podstawienie V=0. ; 
Rownania (102) do (105) umozliwiaja obliczenie odnosnych pojemnosci 
ezastkowych w kazdym poszczegédlnym przypadku; r6wnania te ujawniaja 
interesujacy szczegél: pojemnosé uktadu dwéch kul zalezy nie tylko, jak 
mozna by mniemaé, od geometrycznych wiasnosci (wymiaréw) tego uktadu 
i od przenikalnosci dielektrycznej osrodka, lecz takze od potencjaléw lub — 
od tadunkéw obu kul, to znaczy od uktadu pola elektrostatycznego. Po- 
jemnosci, ktére sie otrzymuje przy okreslonych V i V’ (lub H i H’) nazy- 
wamy pojemnosciami czynnymi w tych warunkach. 
Pojemnogci czynne nie wystepuja w ukladach odosobnionych sktada- 
jacych sie z dwoch cial (patrz np. rys. 20III); powstawanie ich jest 
mozliwe dopiero przy co najmniej trzech elektrodach, przy czym jedna 
z nich moze byé nieskonczenie odlegta sfera (patrz np. rys. 201 i 201]). 
Wprowadzone wyzej pojecia pojemnosci czastkowych C,,, Coo sa 
wprawdzie analogiczne do znanych z teorii p6l elektrostatyeznych pojem- 
nosci czastkowych, jednakze przedstawiaja (w energetyce) w stosunku 
do nich pewne novum. W uktadzie naladowanych przewodnikow pojem- 
nos¢ czastkowa dotyczylta zawsze dwéch dowolnych przewodnikéw lub 
tez jednego przewodnika i ziemi; w ten sposob obie oktadki kondensator6w 
odpowiadajacych tym pojemnosciom znajdowaly sie zawsze w skon- 
ezonych odlegtosciach od siebie. Jednakze w rozwazanych obecnie 
pojemnosciach ezastkowych C,, i Cy, jedna okladka potozona jest w nie-— 
skonezonosci (tak jak na przyktad druga oktadka ,,kondensatora“ w przy- 
padku odosobionej kuli natadowanej). Niezwyklos¢ tego przypadku 
sprawia, ze w potocznym rozumieniu tej sprawy, myslac o pojemnosci 
ukiadu dwoéch kul, pojemnosci ezastkowych C,,, Co. weale sie ,,nie widzi‘; 
tymezasem, jak wykazemy nizej, graja one iloSciowo bardzo znacznq role. 
d. Jezeli obie kule sa jednakowe (r=r’), to 


2(6?—1) VO=4 ae , ; 

(108) 

T=T = J [i+ ; a ) =Ts ; 

6 t... 2(64—2) Ve—4 

i wowcezas w przypadku I = 
SsV+TsV H’ 

C1. =4neyr ————_—_—__ = 4nepr(Ss + T;5)—— 109 
12 ) Viv’ 0 ( s s H ; ( ) | 


.- : ; 
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V-V’ H-H' 
C.,= 4eor (Ss-—T's) oe = Anegr(S2— ee aie 


(110) 


~W przypadku II otrzymuje sie analogiczne wzory (przy zamianie V na V’, 
'H na H’ i vice versa). : 


W przypadku III jest 
Cyo=2neE—r(Ss+Ts) . (111) 


_ Ostatnie r6wnanie mozna napisaé w postaci 


; 1 
Cig=4Eqrn , gdzie n= S Ss-+Ts). (112) 


\ 


Wartosci wspdoiczynnikéwy, S;.T; i /44=Ss—T, podane sq w tablicy 2. Prze- 


. bieg graficzny wspdtczynnikow 7 i “y=S;—Ts przedstawiono na rys. 21. 


caged 


2 


; 


ia 
a 


7-456 8 0 5% 2 30 40505 


Rys. 21. Wspotezyniki pojemmosci wza- 
jemnej w ukladzie dwoch kul 


Uwaga: Fizyczne powstanie stanow pokazanyich na rys. 19 i 20 mozna sobie 


_ przedstawi¢ w sposdb nastepujacy. 


Wychodzimy z istnienia odosobnionej kuli K natadowanej dodatniio; wszystkie 


_ linie sit wychodzace z K daza do nieskonczonosci. 


Z bardzo wielkiej odlegtosci (teoretycznie z nieskonezonosei) przyblizamy kule K’ 


mie majaca zadnego tadunku do kuli K tak dtugo, az osiagamy zadana odlegtos¢ D 


miedzy kulami. 
Stwierdzamy jistnienie na kuli K’ dwoch tadunkéw influencyjnych: ujemnego 


h fadunku na stronie zajdujacej sie naprzeciwko kuli K oraz tadunku dodatniego 


na stronie przeciwlegtej; usuwamy teraz. ten influencyjny ltadunek dodatmi przez 
' potaczenie kuli K’ poprzez N z nieskoniczenie odlegtq sfera (lub tez zastepczo z zie- 
mig, co do ktérej réwniez zakladamy, ze majduje sie w stosunkowo wielkiej odle- 


 gtoSci od naszego ukladu). W ten sposdb jednoczesnie madajemy kuli K’ potencjat 
5 a zeru, 


W tym stadium polaczenie przez N nie ma juz zadnego znaczenia; mozna je 
_ pozostawié albo przerwaé bez zmiany tadunku i potencjatu kuli K’; nie zmienia 
sie rowniez przy tym uktad pola. 


B. Konorski 


Ri ; Stan, jaki teraz osiagnelismy, odpowiada stanowi z rys. 14, kula K’ ma poten- 
ee: cjat zero, kula K — potencjat dodatni okreglony pierwszym wzorem (100). Wiemy 
<= z poprzednich rozwazan, ze na kuli K znajduja_ sie fadunki Q+ YQ@i=QS, na 
é kuli K* — tadunki \Yq=QT. Wiemy rowniez z wzoru (92), ze jest zawsze Os7OF, 
a Obraz pola jest przedstawiony zatem na rys. 19a, 
Aby osiagnaé na przykiad ‘stan 20 Ia, dodajemy do istniejacego juz na kuli K’ 
jadunku ujemnego —QT jeszcze dodatkowy niewielki tadunek ujemny np, tadunek 
k (S—T)Q, gdzie k<1. Potencjaty obu kul teraz zmienia sie: potencjat kulji K’ 
bedzie ujemny, potencjat kuli K pozostanie dodatni jak poprzednio, Ladunki obu 
kul beda okreslone przez rdwnania (95) i (96), przy czym na skutek naszego zato- 
zenia bedizie 


eS ee ee Ty 


,_ k(S—T) 

q Ss 

BSE 7 4 
g 


Warunek H>H’ sprowadza sie teraz do nierdwnosci 


H'=QT+kQ(S—T)=q'S' + QT; Q:. 


ce 


H=QS+qT =QS+ 


k <a SIP AE ee co ‘ 
sare 
ktora moze by¢ zawsze spelniona, pomiewaz k jest dowolnie obieralne. W ten ~ 
sposob otrzymalismy stan 20 I. x 
Na zasadzie twierdzenia o jednoznacznosci ae — pola rozwazane wyzej (w tym 
rozdz. i w rozdz. 6) sa identyczne z polami, ktére obecnie osiagnelismy w sposdb | 
fizyezmny. 


a vee ee ee 


Tablica 2 


Wartosci wspdiczynnikow S;, Ts, 4y=Ss—Ts in w ukladzie dwé6ch jednakowych kul 
przy zmiennej odlegtosci D/r=6 


: ie ye Wangs 6 | 8 | 10} ts 20 | 30 | 40 | 50° 


Ss= 1,1463) 1,0718} 1,0435 1,0294] 2 1,0102} 1,0045)1,0025 1,0011 1,0006|1,0004 4 

4 2 ee NS Se eee 4 
age T= 0,389 | 0,269 | 0,209 | 0,172 | 0127 0,067 |0,050 |0,033 0,025 ; 
Py=Ss—Ts= | 0,757 | 0,807 | 0,835 | 0,858 | 0,889 | 0,909 0,938 0,976 ‘0,980 | 
n= 0,767; | 0,668; | 0,626 | 0,600 |0.572 | 0,556 0,536 |0,526 |0,517 |0,513 ‘0,510 

| 

ss. Przy coraz bardziej wzrastajacej odlegtosci miedzy kulami: : 
a 1. wspdiczynnik ($,—T,) dazy do 1; | 
tae 2. wspdiczynnik 7 (to znaczy i pojemnos¢ ezastkowa C,,, wzor (112) — 
: dazy do 0,5; : ; 
6-1 é+1 | 

3. przy 6>5 mozna zalozyé w przyblizeniu S,—T; a ee ne 


(blad <3°/o): 


Cio — AME or , 


przy H=H’ jest C,,=0. 


Tywierdzenia ° polu elektrostatyeznym 103 
4. przy D—> oo ze (109) i (110) wynika . 
Ca Aregr = = 4ne9r vou (113) 


W tablicy 3 zalozono, ze dwie jednakowe kule (r=r’) potozone sa 
-w stalej odleglosci D=5r od siebie.. Obliczono pojemnosci czastkowe Cy, 
'1C,, przy nastepujacych zatozeniach. 

_ A. Potencjat V kuli K jest stalty; potencjat V’ kuli K’ zmienia sie od 0 
do V; obliczone wartosci C,,/4meyr i C,,/4te9r oznaczono w tym 


przypadku: Ct. ; Ce 


12V? 


11V * 


_ B. Hadunek H kuli K jest staty; ladunek H’ kuli K’ zmienia sie od 0 
do H; obliczone wartosci C,,/4mer i C,,/4aeyr oznaczono w tym 
przypadku: C* are 


12H ? 


Przebieg graficzny powyzszych wspdiczynnikéw przedstawiono na 


rys. 22. 


IN 


ad 


06 
Rys. 22. Wykresy do tablicy 3 


Tablica 3 


Pojemnosci CH i Cis ukiadu dwéch jednakowych kul przy stalej cdleglosci D=5r 


i zmiennym stosunku petencjaléw V’'/V oraz tladunkéw H’/H 


5) aS & : | 

tub =| 0 101 102 |03 104 /05 | 06 107 | 08 |09 + 1,0 
amd H Pelee, é 
x. 7 r ; } 
i | 0.209| 0,285 | 0,346 | 0,402| 0,447 | 0,487 | 0,522 0,553 | 0,575 | 0,604 | 0,626 
toes | 0,834| 0,751 | 0,668 | 0.584 0,501 | 0,417 0,334 0,250 | 0,167 | 0.083 | 0,00 
es Cha | 0,00. | 0,114 | 0,207 | 0,289| 0,358! 0,417 0,470 | 0,516 0,557| 0,593 | 0,626 

Pepe | 1,00 | 0,918 | 0,833 0,745 | 0,652 | 0,555 0,454 | 0.349 | 0,238 | 0,138 | 0,00 


104 ‘| B. Konorski Arch. Elektrot. 


-e. Obliczymy obecnie pojemnosé C, ukladu sktadajacego sie z kuli K 
i plaszezyzny odleglej] o A od Srodka oie ge a te mozemy znalezé 
dwoma sposobami: ~ 


Spos6b a: zaktadajac przy zewnetrznym Saree obu kul, ze pro- 
mien 7’ kuli K’ dazy do nieskonezonosci: 


1 —> 00, D—ox 

jednak przy tym wielkos¢ A 
A=D-? (114) 

pozostaje niezmienna (rys. 23a), 


Spos6h f: zaktadajac, ze przy 
potozeniu kuli K wewnatrz kuli K’ 
promien r’ ostatniej dazy do nie- 


Rys. 23. Pojemnos¢ uktadu kuli i plasz- skonezonosci 
czyzny 


T —>0Oo, D— oo, 
przy ezym jednak pozostaje bez zmiany wielkos¢ A (rys. 23b) 
A=r—D. (115) 


Operacje powyzsze bedziemy oznaczali znakiem iim albo lim, lub tez, 


jezeli rezultat obu obliczen wykonanych sposobami aif net zgodny, 
bedziemy uzywaé znaku lim. , Ysa sien) | 
aB Z 
Podstawiajac do wyrazenia S, (wzor 77) wartos¢ D ze (114) lub tez 
do Sy» (wz6or 77) wartos¢ D ze (115) i przechodzac do granicy otrzymujemy 
w obu przypadkach to samo wyrazenie 


Pek ; A+r 
ee = = a2 1 4 116) 
Sp lim S- lim Sw= eas y 2% ( 


Podstawiajac do-wyrazenia T, (wz6r 79) wartos¢ D ze (114) lub do 
wyrazenia T,, (wzor 79) wartos¢ D ze (115) i przechodzac do granicy 
otrzymujemy w obu przypadkach to samo wyrazenie 


. 7 A 7 
=— = 7 ——. —_——_ 1 . 11 } 
Peg Ts aM ea ( +y/ (117 


W analogiczny sposéb znajdujemy 


i, Sit iim ey Ss ‘limS{=1, limT,=0. (118) 
a B T a a 
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Warunek dostateeznej doktadnosci tych wzor6w wyrazony za pomocg 
64) obecnie przy zalozeniu T2=r przyjmuje postaé 
A>mr; (119), 
ako warunek stosowalnosci powyzszych wzorow przewaznie przyjmujemy 1 
A2S>2r lub nawet AZ 1,5r. 


_ Podeczas dokonywania operacji a potencjat V’ dazy do zera; przyjmujac 
ormalnie wyrazenia dla jadunk6éw H i H’ zgodnie z (95) i (96) znajdujemy 


lim H=QSp ; lim H’=q'+QSp. 


Poniewaz wielkosé q’ jest zawsze dodatnia, to wynika stad, ze mozna by 
achunkowo uwaza¢ za dopuszczalne przypadki II lub III (rozdz. 9a). 
lednakze, fizycznie biorac, tadunek q’ nie moze byé utrzymany na nie- 
‘konczenie rozlegtej] powierzchni; mamy zatem zawsze w tym przypadku 


H=H'., (120) 


Wniosek powyzszy jest zgodny ze znanym twierdzeniem Ollendorffa [6], 

[7]. 
,Przewodnik rozciagajacy sie do nieskonczonosci przejmuje wszystkie 
linie pola wychodzace z drugiego naladowanego przewodnika (o wy- 
miarach skoncezonych)“. 

Przy uwzglednieniu zwiazkow (116) do (118) ze wzoru (106) wynika 


pos = i r Au |.) (121) 
ve ome. (1+ 4A a5 LA ie | 
Wprowadzajac oznaczenie 
fone (122) 
r 

mozemy napisac 

, 1 a+1 

Cp=4e or Np 5 malt ge (ity/e4), (123) 


W tablicy 4 i na rys. 24 przedstawiono zaleznos¢ miedzy 7p i a. 


ae eA 5b 10 20 30 & 
Rys. 24. WartoSci wspdiczynnika 7, 


‘ thet. Tablica 
Wartosci wspolczynnika > pojemnosci uktadu skladajacego sie z kuli i plaszczyzn 


< ‘ 
a= os | 9° berobigey ee ee | 5 a 6 
oi uae A 
| fe | 1,539 | 1,342 4 1,253 | 1,201 1,143 3 | 1111 ke 1,091 
geo | Rae | 20 30 | 40. | 50 
| 
| ‘p= | 1,067 | 1,053 e 1,034 | 1026 | 1017 | 1,013 | 1,010 


Drobne réznice miedzy obliczonymi (dla tych samych 0) wartoSciami 2 
z tablicy 2 i wartosciami 7p z tablicy 4 spowodowane sq nieznacznym 
odchyleniami samej metody (szczegdlnie przy ee wartosciach ( 
i drobnymi réznicami rachunkowymi. . 


10, PRAWO NAJMNIEJSZEJ POJEMNOSCI 


a. W.polu dwoéch jednakowych kul plaszezyzna symetrii p (rys. 25 
jest ptaszezyzna ekwipotencjalng. Korzystajac z wyrazenia (109) mozn: 
wykazac, ze jezeli zmienimy poltozenie odnosnej elektrody poSsredniej z 3 
do. p,, to pojemnos¢ zastepeza szeregowego polaczenia pojemnosci C. 
C" ukiadu (K’, p,, K) jest wieksza niz pojemnos¢ zastepeza szeregoweg 
polaczenia pojemnoéci Cp, Cp uktadu (K’, p, K). 


W tym celu szukamy ekstremum wyrazenia 


1 1 i 
a er 
: A,r 
Pp Pp 1 r yV/ 1 
1 
g i = stale fa 
 Rys. 25. Elektroda po- r De jz Aaaae +r) 
Srednia w potozeniu pla- ho a ae (1 a parte Ee 
szezyzny symetralnej 4(D—A,) DFALer 


dwo6ch kul 


Przez przyréwnanie do zera pierwszej pochodnej oy/2A_ znajdujem: 
warunek 
(1 Pity) R,(A, as r+ Air 


AR (A,— 7)? 2 


(14+R)) R(D—A,—1?-+(D—A))r 


DAP ROA hi 
(D— A,)? RY oe Day TRY 
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sdzie 


nny ehaeean a pean 


? 
aor Pp 


Narunek ten jest speiniony, jezeli D—A,=A,. 

Bezposredni dow6d, ze powyzsze ekstremum odpowiada naj mniej- 
'Ze@j wartosci pojemnosci, wymaga wykonania nader zawilych rachun- 
cow. Przeprowadzenie ich nie jest jednak konieczne; nalezy zwazy¢, ze 
arowno C’ jak C” sq funkejami ciagtymi, zmieniajacymi sie monotonnie. 
Nystarezy zatem wykaza¢ na dowolnym przykladzie liczbowym, iz 


1 if v4 


/ Rao 
Cc C, © 
0 znaczy, ze (p. rys. 25) 
1 1 | 2 
1 1 f 1 B+1 Scene a+p+2 
eV (yy / et yas ; a 
AV a) tal V pat) Mt atal+ V Sp 


by wyprowadzi¢ stad wnioski ogdlne. 
Istotnie, rownanie powyzsze jest zawsze spetnione. Przyjmujac np. 


1=2; Pp=4; eee i korzystajac .z danych zawartych w tablicy 4 
Bearers wartoéci 

C)=1,34163- dre; C’=1,14319- 4ne; C,=1,20118, 
<tore speiniajg nierOwnos¢é 


tt 1 Ss 2 
1,34163 1,14319 — 1,20118 


albo 


0,745 + 0,875 =1,620 < 1,665. 


-b. Wykazemy ponadto, ze w polu odosobnionej kuli K elektroda 
0Srednia K’ o ksztalcie kulistym, polozona wspdlsrodkowo wzgledem K, 
»dpowiada najmniejszej] pojemnosci uktadu. Poniewaz pojemnos¢é odosob- 
nionej kuli K’ pozostaje zawsze niezmienna niezaleznie od zmiany poto- 
zenia tej kuli), przeto na zasadzie (84) warunek dla szukanego ekstremum 
orzmi 
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albo ; 
2Dree . 
(r?— D»V/{(F Fr DA — 7)? — D9} Lr 18 D4 | 
Dre (CRSDE) Ag. 
(r2-- ae (r-=9} 
Jak widaé, warunek ten jest speiniony przy D=0. Zlozenie powyzsze 


~odpowiada minimum wartosci Sw, poniewaz przesuwajac Srodek kuli K’ 
o AD mozna udowodnié, ze ee jest nierOwnos¢e 


(14 


Pe 


r+r rT. (r +r)2?— AD? 
r)<1 merc So ("1 ae 


(lewa strona tej nier6wnoSsci odpowiada wartosci AD =0). Istotnie poszcze- 
gélne wyrazy iloczynu z lewej strony nier6wnoSsci sa mniejsze od poszceze- 
golnych wyrazow iloczynu po stronie prawej. 
c. Prawo najmniejszej pojemnosci dyskutowane w rozdz. 1 zostato tu 
udowodnione w kilku przypadkach szczegdlnych; stwierdzona zostata 
slusznos¢ tego prawa: 
1. w ogdlnym przypadku pola utworzonego przez dwa walce kolowe 
o rownolegtych osiach; 

2. w szezegolnym przypadku pola utworzonego przez dwie kule 
o jednakowej Srednicy, gdy elektroda posrednia jest umieszczona 
w plaszczyznie symetrii tych kul; 

3. w przypadku pola odosobnionej kuli natadowanej. 

Pierwsze dwa_ przypadki dotyeza powierzchni ekwipotencjalnych 
rozciagajacych sie do nieskonezonosci, przypadek trzeci dotycezy po- 
wierzchni skofczonych. % 

,ozcezegolnosé wszystkich tych rozwazanych przypadkow polega na 
tym, ze wszystkie one dotycza elektrod 0 pewnych specjalnych ksztattach. 
Ksztalty te zostaty obrane rézmyslnie w taki sposdb, aby otrzymaé 
powierzchnie ekwipotencjalne o postaci prostej, dajace sie w latwy sposdb 
wyrazi¢é za pomoca wzorow matematyceznych. Wzory te pomogty udo- 
wodni¢é w rozwazanych warunkach stusznos¢ prawa najmniejszej 
pojemnosci. Jednak uzyskany w ten spos6b poglad wychodzi poza zasieg 
wyprowadzonych wzordéw. 

d. Mozna sformutowa¢ pytanie: czy w ogodle slusznos¢ prawa naj- 
mniejszej pojemnosci moze byé uzalezniona od ksztalttu elektrod? Wydaje 
sie, ze odpowiedz na to pytanie musi by¢ negatywna. 

Ograniczmy rozwazania do przypadku osrodka jednorodnego i izotro- 
powego. 

Na zasadzie hipotezy Maxwella—F'aradaya o istocie pola elektrosta- 
tyeznego 1 wynikajacych z niej pogladéw, same elektrody, a zatem i pastaé 
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ich powierzchni, nie maja bezpoSredniego wplywu na stany i zja- 
wiska zachodzace w dowolnym punkcie pola. Wpltyw ksztaltu elektrod 
na te stany i zjawiska ujawnia sie wylacznie poSrednio, to znaczy 
poprzez konfiguracje ukladu powierzchni ekwipotencjalnych i uktadu 
linii sit. Jest oczywiste, ze ksztalt elektrod ma decydujacy wptyw na 
ksztalt powierzchni ekwipotencjalnych i ich ortogonalnych trajektorii. 
Wptyw ten jest najsilniejszy w poblizu elektrod i stabnie w miare odda- 
lania sie od nich. Stan istniejacy w pewnym punkcie pola uwarunkowany 
jest juz tylko przez konfiguracje obu wymienionych uktad6dw w tym 
punkcie i sity wywierane na ewentualnie wprowadzony na to miejsce 
mikrofadunek zaleza wytacznie od praw rdzniczkowych, dotyczacych 
bezposredniej okolicy tego punktu. Wszelkie poglady upatrujace 
w osrodku jednorodnym i izotropowym mozliwos¢ jakiegos dodatkowego 
wplywu na stan punktu A, wpltywu uzaleznionego zatem nie tylko od 
wymienionych wyzej elementdw, ale jeszcze od czynnikéw postronnych, 
jak np. od materiatu elektrod lub od ich ksztattu itd., sa nawrotem do 
starej i odrzuconej kulombowskiej hipotezy dziatania’ na (daleka) 
odlegtosé. 

Nie ma najmniejszej trudnosci w uogodlnieniu powyzszych rozwazan, 
dotyezacych jednego punktu, do dowolnego zbioru punktéw, a zatem 
| do zbioru punktow tworzacych powierzchnie ekwipotencjalna. Nic nie 
zmieni sie rowniez, jezeli, nie zmieniajac w niczym geometrycznych cha- 
rakterystyk poszczegélnych punktow i utworzonej przez nie powierzchni, 
nadamy tej powierzchni hipotetyczne wtasnosci spoistosci i prze- 
wodnictwa. Dochodzimy w ten sposdb do wprowadzonego w rozdz. 1 
pojecia elektrody posredniej. Elektroda ta posiada Scianki o tak znikomej 
srubosci, ze wprowadzona na miejsce powierzchni ekwipotencjalnej nie 
Jeformuje istniejacego pola; jednakze, jak wynika z powyzszego, posiada 
ona wiasnosci materialne: ma dwie ciagle powierzchnie, na ktdorych gro- 
madzié sie moga tadunki elektryczne, ponadto wewnatrz swych cienkich 
scianek moze przewodzi¢ prad elektryczny. 

Opierajac sie na powyzszym mozemy uwaza¢, ze stan elektryczny na 
oowierzchni elektrody posredniej (potencjal, natezenie pola w poszcze- 
s6Inych punktach) oraz zjawiska, kt6re moga zajs¢ podczas jej nieskon- 
zenie drobnego ruchu, zaleza wyltacznie od uktadu istniejacych w bez-. 
ooSrednim sasiedztwie tej elektrody innych powierzchni 
2kwipotencjalnych oraz od uktadu przylegtych linii pola. 

Wydaje sie zatem, ze wszelkie pozory stusznosci (pausibilité) posiada 
1astepujace twierdzenie: 

Ziawiska, zachodzace przy nieskoriczenie malym ruchu elektrody po- 

Sredniej w osrodku jednorodnym i izotropowym, zaleza-wylacznie 

od konfiguracji zblizonych do niej powierzchni ekwipotencjalnych 
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oraz od uktadu przylegtych linii pola; nie'sq one natomiast bezposrednio 
zalezne od ksztattu elektrod. = ; 


d. Nalezy jeszcze rozwazye mozliwose notegajuces na przypuszezeniu, © 
ze spetnienie prawa najmniejszej pojemnosci zalezy od specjalnej geome-_ 
tryeznej postaci samej elektrody poSredniej. Mozna np. przypuscic, ze 
spetnienie tego prawa we wszystkich przedstawionych wyzej przypadkach 
uwarunkowane jest tym, iz elektroda miata ksztalt. kotowego walca lub | 
Kuli; mozna suponowa¢c, ze przy elektrodach posrednich o innej postaci — 
prawo to nie jest juz stuszne. 

W celu wykazania, ze supozycja taka nie jest skiszna, trzeba I Seleat 
lizowac¢ witasnosci drobnych ruchow elektrody posredniej. 

Elektroda posrednia moze porusza¢ sie w polu w taki sposdb, ze 
wszystkie jej elementy powierzchniowe utrzymujq niezmienne wartosci 
swych potencjaléw (np. ruch obrotowy walcowej elektrody naokolo osi 
walca). W tych przypadkach elektroda pogrednia,. pojeta jako calose, | 
-wiaSciwie pozostaje na swoim miejscu. Z dalszego ciagu naszych YOZ- | 
wazan tego rodzaju ruch elektrody posredniej wytaczamy. 

We wszystkich -innych przypadkach podezas ruchu elektrody po- 
Srednie] kazdy element jej powierzchni przez zmiane swego potozenia 
uzyskuje w polu potencjai odmienny niz potencjal, jaki mial poprzednio. 
Moga tu zajs¢ dwa przypadki. 

Przypadek A. Ruch elektrody posredniej] odbywa sie w taki 
sposodb, ze rdznice potencjatow wszystkich jej] punktow pozostaja nie- 
zmienne. Przypadek taki zachodzi na przyktad, jezeli elektroda porusza | 
sie ruchem posuwowym (translacja) w polu r6wnomiernym. 

Podezas takiego ruchu energia uktadu nie zmienia sie i dlatego pict 
tego rodzaju mozna nazwa¢é ruchem konserwatywnym. (W wyzej 
przytoczonym przyktadzie nalezy to rozumie¢ w ten sposdb, ze ukiad™ 
zawarty jest w ograniczonej czesci przestrzeni o bardzo wielkich wymia- 
rach, w stosunku do ktorych eee elektrody posredniej sa pomijalnie 
mate). | 


Przypadek B. Ruch elektrody posredniej odbywa sie w ‘taki spo- 
séb, ze miedzy niektorymi jej punktami (lub tez miedzy wszystkimi je]. 
punktami) powstaje réznica potencjalow. Ta rdznica potencjalow w me- 
talowej blonie, jaka jest elektroda posrednia, jest krotkotrwala, zostaje 
ona, natychmiast wyrdwnaha przez przejsciowe® prady elektryczne. 

’ Skutki tych pradéw sa nastepujace: _ 
1. w elektrodzie posredniej powstajq straty energetyczne (straty 
Joule’a); 

2. na obu powierzchniach elektrody posredniej (lub tez tylko na 

jednej z nich) zachodzi w rezultacie przemieszczenie tladunkéw. ~— 


ae 


-.Twierdzenia o polu elektrostatyeznym 111 


_ Jako ilustracja sluzyé tu moze schematyezny rys. 26. Na rys. 26a 
“przedstawiono trzy wspdlsrodkowe walce a, f, y. Walec 6 traktujemy jako ~ 
‘elektrode posredniq w potozeniu macierzystym. tadunki na zewnetrznej 

| . 


Rys. 26. Przesuniecie elektrody posrednie} w uktadzie dwoéch walcéw 


-powierzchni a na obu powierzchniach 8 i na obu powierzchniach y roz- 
“Imieszczone sq (na zasadzie symetrii) rownomiernie. Po przesunieciu wal- 
ca B (rys. 26b) nastepuje przemieszczenie tladunkéw na-obu powierzchniach 
-elektrody posredniej f. Jezeli teraz y traktowaé jako elektrode poSsrednia, 
‘to po jej przesunieciu (w stosunku do rys. 26a) przemieszczq sie tylko 
_tadunki po jej stronie wewnetrznej (rys. 26c), podezas gdy rozktad tadun- 
_kéw na jej powierzchni zewnetrznej pozostanie niezmienny. 

| Opisany wyzej ruch moze by¢ nazwany ruchem konsumpcyj- 
nym. 

( Ruch konsumpcyjny elektrody posredniej] moze odbywaé sie w dwéch 
_kierunkach: 

1. Podezas ruchu tego zwieksza sie ogdlny zaséb energii uktadu 
(wielkoSé te bedziemy nazywa¢ poziomem energetycznym 
uktadu). W tym przypadku ruch ten jest ruchem konsumpcyjnym wy- 
“Muszonym przez obca ukladowi, dzialajaca z zewnatrz sile. Podwyz- 
“szenie poziomu energetycznego ukiadu oraz straty energetyczne (powsta- 
-jace w elektrodzie posredniej) pokryte sa wtedy przez obcy zasobnik 
‘energetyczny. 

2. Podezas ruchu elektrody posgrednie} zmniejsza sie poziom ener- 
-getyezny ukladu. Na skutek zasady Thomsona 0 najmniejszej energii ruch 
‘ten mozna wtedy nazwaé ruchem konsumpcyjnym witasnym. Uktad 
oddzialuje wowezas na elektrode posrednia z pewna sila, pod ktorej 
‘dziataniem porusza sie ona i przyjmuje coraz to nowe polozenia odpo- 
“wiadajace coraz bardziej malejacemu poziomowi energetycznemu uktadu. 
4 W rozwazaniach naszych uktad elektrod wraz z elektroda posrednia 
stanowit uklad odosobniony (por. odnognik 1). Widzimy zatem, ze ruch 
_konsumpcyjny wiasny elektrody posredniej moze powstaé tylko wtedy, - 
_gdy pole oddziatuje na te elektrode z pewna sila; jesli taka sila przez 

"pole nie jest wytwarzana, to znaczy, jesli poziom energetyczny ukladu 


} 
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nie zmienia sie podezas drobnego jej przesuniecia i takie przesunieci 
elektrody posredniej z pewnego jej potozenia jest ruchem konserwatyw 
nym, to wowezas polozenie-to musi odpowiadaé ekstremum poziomt 
energetycznego uktadu. 

Jezeli na miejsce powierzchni ekwipotencjalnej wprowadzi¢ elektrod 
posrednia, to nie zmieni sie ani uktad linii pola, ani uktad pozostalycl 
powierzchni ekwipotencjalnych. Wynika stad, ze na obu powierzchniacl 
elektrody) posredniej istnieje identyczne roztozenie gestosci pojawiajacycl 
sie na niej tadunkdéw influencyjnych. 

Twierdzenie powyzsze jest samo przez sie zrozumiate; skonkretyzu: 
jemy je na przyktladzie. ? 


0° 0° 0° 
60° ~60° 60° 
-180° -180° =180° 
Stron Strona 
Wen et ana, zewnetrzng wewnetrzna zewngtrzno wewnetizna zewnetrzna 
i] I a 


Rys. 27. a i b. Gestos¢ powierzchniowa tadunkéw na elektrodzie posredniej w je 
rozmaitych potozeniach 


Ilustracja tego twierdzenia jest rys.27, ktory przedstawia rozklad 
gestosci powierzchniowej tadunkéw influencyjnych na elektrodzie po- 
srednie] w polu elektrostatycznym dwéch walcédw. Naladowane walce 
maja promien rowny 10 cm i znajduja sie we wzajemnej odlegtosci 100 cm 
od siebie. Elektroda posrednia jest walcem o promieniu 7,=40 cm; jest 


i= 
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ona pokazana w trzech polozeniach I, II, III (patrz rys. 27a, przy czym 
potozenie I (D,3;=13,25 cm) odpowiada powierzchni ekwipotencjalnej; 
w polozeniu II elektroda przesunieta jest o 3,25 cm w prawo (D,,= 10 cm); 
w potozeniu II] — o 3,25cm w lewo(D,,=—16,5 cm). Gestosé o tadunkéw 
na powierzchni walca daje sie przedstawi¢c jako funkcja kata a 


sane 


In o(d,—T) COS a) | 


przy czym d, i c maja te same znaczenie co w rozdz. 2, @ zas oznacza 
Jadunek na jednostke dlugosci walca. 
(Wz0or powyzszy mozna sprawdzi¢ przez catkowanie: 


22 


i _ Qeroda 9 Qc (du ty 
27 o(ds — 9 COS a) | d,—+ To. COs. 
0 0 
d, COSA— Tp 


= —— —————_} arc cos ——— = 
——— 
in) de Fe opal 


ss a lare cos (— 1) are'cos (+ 1)]= =Q). 
“LS 
Na rys. 27b przedstawiono rozktad gestoSci na obwodzie powierzchni 
elektrody posSredniej w trzech potozeniach I, II, III. Po lewej stronie 
wykreslone sq krzywe o na powierzchniach wewnetrznych, po stronie 
prawej —krzywe dotyczace powierzchni zewnetrznych elektrody po- 
Sredniej w potozeniach I, II, III. Wida¢, ze w miare przyblizania sie elek- 
i maleje na powierzchni wewnetrznej. W potozeniu I gestosci tadunkow 
trody do walca zewnetrznego rosnie gestosé o na powierzchni zewnetrzne}j 
na obu powierzchniach elektrody posredniej sq jednakowe. Jest to cecha 
charakteryzujaca potozenie macierzyste elektrody posredniej. 
Ze wzgledu na zaleznos¢ miedzy natezeniem pola K i gestoscia 
fadunku o 
Keg=c,, 


wykresy gestosci o na powierzchniach elektrody posrednie] (np. wykres 
na rys. 27b) mozemy traktowaé jednoczesnie jako wykresy natezenia pola 
‘w poszezegdlnych jej punktach. Kazdy element powierzchniowy elek- 
trody posredniej podlega dzialaniu dwoéch silt wywieranych przez pole 
na obie powierzchnie dS tego elementu lub, Scislej mdéwiac, na ladunki 
odS umiejscowione po dwéch stronach tego elementu. Kierunek tych sit 
jest zawsze prostopadty do dS (w przypadku przedstawionym na rys. 27b 
kierunek sit jest radialny). Wykazano wyzej, ze na obu powierzchniach 
elektrody posredniej w jej potozeniu macierzystym zar6wno tadunek ods 
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kazdego elementu powierzchniowego, jak i natezenie K pola sa po obu 
stronach jednakowe. Wynika stad, ze i dziatajace na ten element sily — 


ee ATS 


_dF=KedS” 


sa w kazdym elemencie powierzchniowym elektrody posredniej jedna- F 

kowe. Zwazywszy, ze tadunki influencyjne odS po obu stronach elektrody — 
posredniej maja rézne znaki, mozemy stwierdzié, ze sity dF maja na tych : 

dwoch powierzchniach kierunki rézniace sie o 180°, to znaczy, rownowaza — 

sie. Skoro jednak sily dziatajace na kazdy element elektrody posrednie}j 

EN rownowazg sie, to przez ich obustronne zsumowanie nie moze powstac 
; zadna sila wypadkowa, dzialajaca na elektrode posredniq jako na catosé. 
Wynika stad, ze zaden nieskonezenie drobny ruch elektrody posredniej © 
znajdujacej sie w polozeniu macierzystym nie moze powsta¢ na skutek ~ 
eddziatywania pola, ze ewentualnie zachodzacy ruch taki jest zatem q 
ruchem konserwatywnym i ze poziom energetyezny uktadu dla tego poto- : 
zenia elektrody posredniej] ma swe ekstremum. ; 
Jest oczywiste, ze wlasnosci, o ktorych wyzej] mowa, a, zachodza tylko 

w potozeniu macierzystym elektrody poSredniej. W kazdym innym poto- ~ 
zeniu gestosci ladunkéw (a zatem i natezenia pola) sa po obu stronach : 
tej elektrody rozmaite. Hustruje to wyraznie przykiad na rys.27b. Na : 
pierwszy rzut oka mozna stwierdzié, ze wypadkowe dziatanie wektora K ; 
na roztozone wzdluz powierzchni walca tadunki (por. znaki tych tadun- | 
iS kéw) daja site wypadkowa F, ktora w potozeniu II skierowana jest 
eS - w prawo, w potozeniu III — w lewo (Analityezne uzasadnienie powyzszego ~ 
podane jest w rozdz. 5; por. takze rys.6, na kt6érym wymiary- trzech — 
walcéw sq jednakowe). W polozeniu I (potozenie macierzyste elektrody 
pogredniej) sity dzialajace na tadunki influencyjne w prawo i w lewo — | 
rownowaza sie i sila wypadkowa réwna sie zeru. : , 


Pe ee 


Ekstremum energii, kt6ére powyze} stwierdzilismy, moze odpowiada¢ 
tylko maksimum energetycznego poziomu pola. Wynika to z ogélnych 
wiasnosci pola i potwierdza sie w przedstawionych przykladach (patrz 
np. rys. 6 i 7). Gdyby ekstremum to oznaczaio Minimum energii, to polo- 
zenie macierzyste .elektrody posredniej musiatoby odpowiada¢ stanowi 
je] réwnowagi trwalej. Wyprowadzenie jej] z tego potozenia byloby 
mozliwe tylko przy zastosowaniu sily obcej i na skutek tego dziatania f 
energia pola zwiekszalaby sie. Zwiekszanie to zachodziloby w sposs | 
ciagty az do chwili, w ktérej elektroda posrednia zetknelaby sie z jedna~ 
z elektrod statych. Wniosek powyzszy przeczy naszemu doswiadczeniu, : 
kt6ére wskazuje, ze wiasnie takie polozenie moze tylko odpowiada¢ trwatej F 

_ réwnowadze elektrody posredniej i najmniejszemu poziomowi energe- 
- tyeznemu uktadu. : 


ee). eee 


/ a) Ee 
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Rozwazania powyzsze cabaia jednoczesnie fizyczne wytlumaczenie 
_ wywodéw matematycznych w rozdz. 1 i nastepnych. 

Ze wzgledu na to, ze podane wywody oparte sa w duzej mierze na 
analogiach i przykladach, nie mozna traktowaé ich jako Scisty dowéd 
prawa najmniejszej pojemnosci. Wydaje sie jednak mozliwe stwierdzenie 
na ich podstawie, ze prawo to posiada wszelkie pozory slusznosci. 

» .e Uwagi. Zakiadamy, ze wszelkie ruchy elektrody posredniej, 
ktore byly przedmiotem rozwazan niniejszego i poprzednich rozdzialéw, 
odbywaja sie z bardzo maia predkoscia, tak ze magnetyczne skutki prze- 

_ hoszenia fadunkéw moga by¢ uwazane za pomijalne. 

Wyzej mowiono kilkakrotnie o wprowadzeniu elektrody poSsredniej 
na miejsce powierzchni ekwipotencjalnej. Termin powyzszy uzyty tu jest 

Ww specjalnym sensie i nadawanie mu innego znaczenia mogloby dopro- 
- wadzi¢ do wypaczenia formulowanych twierdzen. 

: Nie mozna traktowa¢é ,,wprowadzania“ elektrody posredniej jake 
- eiagtego procesu fizycznego polegajacego np. w przypadku przedstawio- 
_ nym na rys. 4 lub rys. 25 na umieszezeniu w plaszczyznie p malego prze- 
_ wodzacego krazka (o znikomej grubosci) o Srodku M i o Srednicy @ po 
: ezym nastapiloby powiekszenie ¢ i przejscie do granicy @ >»; nie mozemy 
P rowniez przedstawiac sobie, ze ptaska elektrode: wprowadzamy w oma- _~ 
{ wianych przypadkach na miejsce p jakos ,,z boku“. Wszystkie takie lub 
inne podobne metody zawodza; sa one potaczone ze znieksztalceniami ~ 
f pola, ktore nie byly tu analizowane i o ktorych nie mozemy nic powie- 
_dzieé. Nie mozna réwniez wprowadzaé skonezonej elektrody posredniej 
: np. kawatkami (rys. 1). Musimy sie ograniczy¢ do poré6wnywania stanu, 
' gdy-elektrody poSredniej jeszcze w ogéle nie ma i stanu, gdy istnieje ona 
’ w calosci. Pod terminem ,,wprowadzanie“ elektrody nalezy rozumie¢ 
" przejécie od badania stanu pierwotnego do, badania stanu drugiego. 


11, UOGOLNIONE PRAWO COULOMBA 


_ 4a. Z kolei przejdziemy do obliczenia sil, jakie wywierane sq przez 
' pole uktadu dwoéch naladowanych kul na te kule. W ‘tym celu obliczymy 
_ ogdlIna energie W calego uktadu, np. uktadu z rys. 201 


rede . 
Wa EV EVI +— Cn V (124) 


i obliezymy pochodna tego wyrazenia wzgledem D. 
Z klasyeznego prawa Coulomba wiadomo, ze sila F, dzialajaca na 
Jadunki BDEIOwE: wynosi: 


\i 


116 / $ B. Konorski Arch, Blektrot.” 


przy tadunkach niero6wnych * majacych te same znaki 


oe (125) 
4n¢€,D> - 3 
przy tadunkach rownych majacych te same znaki 
Q : 
eee aera (126) 
Ane,D® 
przy ladunkach nierownych majacych znaki rézne 
poe (127) 
4me,D* 


przy tadunkach rownych majacych znaki rozne 


pee Or cine | (128) 


4n¢)D° 

We wzorach (125)—(128) sity dazace do oddalenia ladunkéw od siebie 
(tzw. silty ,,odpychania‘), oznaczylismy znakiem +, sity dazace do zbli- 
zenia tych tadunkow (tzw. sily ,,przyciagania‘‘) znakiem —. Terminologia 
,Sity odpychania‘ i ,,sity przyciagania‘‘ pochodzi z czasdw, gdy zgodnie 
z hipoteza dziatania na dalekg odlegtos¢ silty te przypisywano wzajemnemu 
oddziatywaniu na siebie obu tadunkéw. Jest oczywiste, ze sily powyzsze 
powstaja wskutek oddziatywania pola elektrostatycznego otaczajacego 
oba tadunki na te ladunki; pomimo to zachowamy dawne terminy mous 
przyciagania“ i ,,sita odpychania“ ze wzgledu na ich krotkose. 


Prawo odpychania tadunkéw zostalo przez C. A. Coulomba sformu- ~ 


Jowane w sposob nastepujacy (1784): : 
,,Podstawowe prawo elektrycznosci. Sila,odpychania dwoch matych 
kul jednakowo naelektryzowanych zmienia sie w stosunku odwrotnym 
do kwadratu odlegtosci srodkéw obu kul‘: 


Prawo powyzsze nie bylo przez Coulomba dowiedzione teoretyeznie © 


i powstalo w wyniku licznych nadzwyczaj sumiennych doswiadezen. 


Przeprowadzony pozniej dowéd teoretyezny oparty na réwnaniu Lap- | 


lace’a V2V=0 nie uwzglednia asymetrii w rozmieszczeniu gestosci 
powierzchniowej tadunkéw. Dlatego tez prawo Coulomba ma charakter 


prawa przyblizonego (0 nieokregslonym stopniu przyblizenia), jezeli cho¢by © 
jeden tylko z obu naltadowanych przewodnikéw ma wymiary skonezone. © 


Prawo Coulomba mozna uwazaé za Sscisle tylko wé6wezas, gdy dotyczy 
eno dwoéch tadunkéw punktowych. Ten wyidealizowany przypadek nie 


'> Wyrazenie to uzywamy tu jako skrét wyrazenia dituzszego: przy tadunkach 
o nieréwnych wartosciach bezwzglednych. 
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wymaga dalszych ograniczen lub omowien. Jezeli jednak przejdziemy do 
przypadku, gdy tadunki znajduja sie na dwoch kulach, to jest na cialach 
0 wymiarach skonczonych, to powstaje koniecznosé wprowadzenia dodat- 
‘kowych zatozen co do tadunkéw lub potencjaléw tych kul. Rozréznimy tu 
dwie krancowe mozliwosci I i II. 
I. Utrzymujemy na niezmiennym poziomie potencjaly V’ i V obu kul. 
_Przypadek ten moze byé osiagniety, jezeli kule sa polaczone z dwoma 
biegunami zrdédia statego napiecia Jezeli sita dziatajaca na kazda kule 
wynosi F i jesli pod wplywem tej sity kula przesuwajac sie o dD wykona - 
prace F- dD, to, jak wiadomo z teorii, energia pola elektrycznego uktadu 
zwiekszy sie r6wniez o 


dW=F-dD; 


laczna praca dW+FdD=2dW dostarezana jest przez zrédio napiecia 
(w tym przypadku uktad obu kul nie jest ukladem odosobnionym). 
Na podstawie wzoru (100) w rozwazanym przypadku state sa tadunki 
Q@ i q’, natomiast tadunki ao, Daa ; Be De sa zmienne: w miare zbli- 
zenia lub oddalenia od siebie kul tadunki przyplywaja do obu kul ze 
zrodia lub tez odptywaja od obu kul do zrédia. 
Sile F obliczamy za pomoca przytoczonego juz wzoru 
we dW J 
| dD 
Jezeli tadunki @ i q’ maja znaki rézne, to przy AD<0 jest A4AW>0, 
_ zatem F jest ujemne; jezeli tadunki Q i q’ maja znaki jednakowe, to prze- 
waznie® dW>0 gdy AD>O0 czyli F>0. Widaé. stad, ze sity przycia- 


(129) 


| : gania charakteryzuja sie znakiem minus, natomiast sity odpychania — 

_ znakiem plus. 

‘II. Uktad obu kul jest ukladem odosobnionym i tadunki ich sq nie- 

“zmienne. Przyjmujemy pewne potozenie obu kul jako potozenie wyj- 
Sciowe. Zalézmy, ze w tym potozeniu tadunki obu kul sa 


H=Q+XQ+20;; Hi =a'+dat+d¢,. (130) 

- Ladunki H i H’ traktujemy teraz jako wielkosci state. Pole elektryczne 

_ wytwarza dzialajace na obie kule sily F i praca F: AD wykonana podczas 

_przesuniecia jednej z kul powoduje zmniejszenie energii ukladu 0 AW; 
mamy tu zatem 


F=———. (131) 


i 6 Odmienne przypadki omdéwione sq w punkcie d. 


4 
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Jezeli Jadunki H i H’ maja znaki rézne, to sity F maja charakter sit zbli- 7 
gajacych; wtedy przy AID<0 i przy AW<0. jest. F<0; jezeli tadunki — 
H i H’ maja znaki jednakowe, to przy -AD > 0 “jest przewaznie’ 4W <0 
dlatego siiom odpychajacym nadajemy jak poprzednio znak +. Jak juz F 
zaznaczylismy wyzej, sity F powstaja na skutek oddziatywania pola ukladu © 
dwoch natadowanych kul na te kule. W obu mozlwyeh przypadkach tj. 

A. gdy oba tadunki maja znaki rdézne i 

B. gdy oba tadunki maja znaki jednakowe ~ 
struktura pola jest zupeInie odmienna. Dlatego tez nie mozemy aprio- — 
ryeznie wnioskowa¢, ze w przypadku A i w przypadku B wartosci bez- — 
wzgledne sit wywieranych na kule sq jednakowe, jezeli tadunki lub poten- — 
cjaty tych kul maja te sama wartos¢ (nie mozemy tu zatem zakladac 
zgodnosci wyrazen jak wyzej we wzorach (125) i127) lub (126) i (128). 
Przypadki A. i B. musimy traktowaé odrebnie. 

Z ogélnego potozenia obu kul otrzymujemy przez zatozenia specjalne 
(dotyezace wymiar6w ich Srednic) szereg przypadkow szczegdélnych przed- 
stawionych na rys. 28 I—VIII. Przypadek III otrzymuje sie z I w sposéb 


@o @ be li 


4 OG 


ae 28, Rozmaite przypadki wzajemnego potozenia dwoch kul 


opisany w rozdz. 9 p. e (rys. 23). Prevoscen Vil i VIII dotyceza polozenia 
kuli K wewnatrz kuli K’. 
Na odrebne traktowanie zastuguja przypadki, gdy bezwzgledne war- 


tosci obu ladunkéw sa jednakowe lub rézne. Zestawienie wszystkich 


mozliwych przypadkow zawiera tablica 5; w tablicy tej liczby oznaczaja | 
numery wzordw Coulomba dotyczacych kazdego przypadku. 

Kreski poziome znajdujace sie w tablicy 5 oznaczaja, ze odnosny ukilad 
nie daje sie fizycznie zrealizowa¢. Tak na przyktad w rozdz..9 p. d omé- 
wilismy niemozliwos¢ istnienia ukladu skladajacego sie z plaszezyzny 
i kuli o tadunkach tego samego znaku (przypadek IIIa, IIIc, Ile, IIIg); 
to samo dotyczy przypadkow IVa, IVc, IVe i IVg. Przypadki IlId i IVd 


7 Odmienne przypadki omowione sa na koncu punktu e. 


. 
» | Se i 


i nie daja sie pedinowat. bowiem jezeli V’ jest potencjatem nieskonezenie 
5 _ rozlegtej plaszezyzny, to musi by¢ V’=0 i stad dla kolumny d wynikatoby 
takze V=0. Nierealnosé innych zakreskowanych przypadkow jest oczy- 

_ wista. 
W trzecim wierszu nagtowka znaki +V,+V’ (albo +H+H’-itd.) oznaczaja, ze 


potencjat jednej kuli jest +V, potencjat drugiej +V’ (albo, ze tadunek jednej kuli 
‘wynosi +H, tadunek drugiej kuli wynosi ++H’ itd.). 2 
Tab liead 


“ 
Zestawienie uogélnionych wzor6w Coulomba 


ec ie afte bie ; Przy stalych potencjatach ; Przy stalych tadunkach 
IwiSi-vil | |vi=l- ori jHISi-w") 4 in) =|—# 
Potozenie zewnetrzne ae hs aad | -H- arc /+H+H| 
H kul ; albo |+V-v'l albo {+V—- vi albo |+H-+H'| albo | +H-H 
i l=V-v' | i-V-V'! | =H—H"|. |-H-H} 
{ t re jl = Besa 1 es Pak ee ea 
x | > D 5 c | d be i f\> 2 h 
- Eas iver ng il ex “ey on, a hos r a. ee EE EA 
oi 1 | Nistowne foe (155) (135) | (439) | | (146) (193) | (172) | |. (195) | (173) | 
IJ . Kula i punkt | (156) | (137) | " (160) |(147) (194) | (175). | (196) » (176) 
Pele ebiaszer yen ita) ass (189) 6 = ect AISD ee (Te 
IV | -Plaszezyrnaipunkt | — 1(142); — | ~— | —-~_| (42)| — | (4a) 
Rs Vv | Rowne kule . (158) | (144) | (161) (148) (197) | (177) | (200) | (180) 
| VI | Dwa punkty (25) ) | a27) (126) (128) | (425) (127) , (126) ; (128) | 
y | Aaa f ai Sig : = a: = | ster 
| Potozenie wewnetrzne kul | | hee | 
| : Se pe re ey Pier Et ge ES 
; a { | | ia | 
“|vut | Dwiekule  _—s| | | | (207). | | | (210) 
| VE | Kula i punkt bie ieee | 1208)" (208) 
4 = i 7 oe ME ae era ar * 


Z zestawienia widac, ze przy ujeciu przyjetym w powyzszej pracy 
b _ istnieja ogolem 34 rozne odmiany wzoréw Coulomba; z tej liczby cztery 
_ wzory sa znanymi klasycznymi wzorami (125)- —(128), pozostale zas 30 
ae ponize} wyprowadzone. 
b. Przede wszystkim znajmiemy sie przypadkami, gdy kule K’ i K 
_ znajduja ‘sie w potozeniu zewnetrznym (tablica 5, przypadki I—VI, 
_ rys. 28 I—VI); stosowanie odnosnych wzordw ograniczone jest warunkami 
(64) i (65). : 
Rozwazymy najpierw przypadek ‘Ib (rys. 281). Na zasadzie zwiazkow 
3 _ (100) niezmiennosé V i V’ pociaga za soba réwniez i niezmiennosé Q i q’. 
_ Wz6or (124) mozemy teraz przepisac¢ w postaci 


W =2ne,(rSV?2+1SV2+2rr'VV). (132) 
; W celu uproszezenia powstajacych wzordw wprowadzamy nastepujace 


_ oznaczenia: : 
M?=D?—(r'—1)?;  N=D?—(r' +r) (133) 
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Znajdujemy (wartos¢ kz patrz wzdr 39) | 
dM ee “APR D 
~apV N = N MN 


d u ee 1 1 ee rr /M _ 
Soe pet (t+ Vow! \2eb? 7 ore oo Ns 
d | ee Drr'’ 2D i ae | 
pote ates 12M POMS Katee ings | 134) | 
apt) w) ws * Oran wl | 
eae Drr’ 2Dr?r” MS eee 
= yas | : (D? 7) +o) MN | 272) MN Wo? 
Na podstawie (129) znajdujemy odnosna site przyciagania 
F=—2ne,(roV? +r 0'V2? + 2rrtVV )= 
2 at yt B | 
—— (“2 +24 +2r0q' J. | (135) 
8%e \- 7 T 


Zakladajac we wzorach (39), (133) i (134) r°=0 znajdujemy 


Mrao=(Myao=D'—2; (F)  =0; (2) = EP (aso) 
YT /r'=0 Y /y'=0 (D° ) 
1 
ae eae 


wtedy ze wzoru (135) dla przypadku Ilb (kula i punkt, rys. 28 IJ) wynika | 
ee 


fee a Re ) (137) 


42, \ D? | (B27)? 


/ 


Zaktadajac we wzorze (135) 
D—r =A=const 


i przechodzac do granicy r->oo (tzw. ,,sposdb a‘ patrz rozdz. 9 p. e), 
znajdujemy f 


2 
free ie eke chester ane lim MN=~; lim: 08 | 
a- rT a N A-r a a | * 

rr Sea. A+r 3 
ie Sa se ee (hi, imo= 138) 
ae MN 0; ve 7 0; Ee 4Az lt ye aa ( ) | 


ce : " At+r _ 
4A A?—r? Ap oieee 
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Wynika stad sila przyciagania miedzy kulq i plaszezyzna (przypadek IIIb, 
rys. 28 III) 


1 | 
P= —2ne,10,V?=— op Qe. (139) 


ONE) 7 


Wzor (139) nie zawiera tadunku q’; rzeczywiscie z obrazu fizyeznego wy- 
nika, ze w tym przypadku musi by¢ Q=q. Wz6r (139) mozna przedstawic 
w postaci 


ey oe es (140) 
c 4m@)(2A)* 
gdzie 
20 hiny a*+a--1 ay A 
=! Hae) gee suai Ne : 0a (140a) 
2 ip 2 (1 a?—] ecard ar 


Wartosci wspdiczynnika /j, znajdujemy z tablicy 6 i z rys. 29. 

: Tablica 6 
Wartosci wspolczynnikow 4» okreslajacych sile przyciagania 
miedzy kula i plaszezyzna przy niezmiennych potencjaiach 


] ] 
a= 2 2,9 3 “4 9) 6 8 | 
Av= 1,943 1,601 | 1,473 | 1,318 1,240 1,193 3) <1,139))51 
a= 10 15 20 | 30 40 50 | 
Av= | 1,108 1,070 1,057 | 1,034 1,025 1,020 j 

| = = ==" eo —— 


hadunek rzeczywisty H, znaj- io 
Jujacy sie na kuli zmienia sie 
wraz ze zmiana odlegtosci kuli : 
Md plaszezyzny. Znajdujemy go is 
na podstawie (99), (116), (123) 
| uwzgledniajac, ze lim T’=0: 


a 


V H 
H,=0S,=——"—— (141) NN AR TOE ae 2. 30 4 500 
TET Rys. 29. Wartosci wspétezynnika Ap 


Dalszq specjalizacje wzoru (139) otrzymamy zakladajac r=0. Sila_ 
rzyciagania ftadunku punktowego i ptaszezyzny (przypadek IVb, - 
"ys. 28 IV) jest nastepujaca: 


eet 2 OE (142) 
4me,(2A)? 


Se) 


-Z powyzszego widaé, ze sila w tym przypadku rowna sie sile przyciagania : 
miedzy, dwoma tadunkami punktowymi +Q i —Q odlegtymi od siebie | 
o2A. Ere ae cae 

Z kolei rozwazymy przypadek dwoch jednakowych kul. Zakladajac 
r=r znajdujemy 


a=; MDS N=D'-4r, S=S=S,; T=? Peete 


‘i C=0=05; T=Ts; 


i sila przyciagania w tym przypadku (Vb, rys. 28 V) jest 


F= — 2ne, [ro,(V?+V")+ 2r°t,VV |= — oe 2 (@+-4°)+21.04 | (144) . 

: Tee ene : 
(przez o,its oznaczamy wartosci wyrazen oir ze (134), ktore otrzymuje : 
sie przy zalozeniu r=Tr), 


Wreszcie zakladajac we wzorach (135), (137) lub (144) 
r=0 oraz r’=0 


otrzymamy klasyczna posta¢ wzoru Coulomba (127). Zatozen r°=0, r=0 
lub r=r’=0 mozna dokonywa¢ tylko we wzorach zawierajacych tadunki — 
(), q’, nie mozna zas ich stosowa¢ we wzorach zawierajacych potencjaly | 
V, V’; wynika to stad, ze choé jesteSmy w stanie stworzyé wyidealizowane © 
pojecie ladunku punktowego, to jednak potencjat takiego tadunku nie | 
daje sie wyprowadzi¢ ze stosowanych normalnie wzoréw (100). 

Na specjalne podkreslenie zastuguja wzory na sile F przyciagania ; 
miedzy dwiema kulami w przypadku, gdy wartosci bezwzgledne ich 
potencjaléw sa réwne. Z réwnosci V iV’ wynika 

\ 


Ms (145) 
7 T 
iw przypadku Id (rys. 28 1) otrzymujemy 
j , , Q? , , ¥ ; 
F=—27e.V%Xro+r'o + 2rr’t) = — —~— (ro+r'o 4 2rrt). (146) 
8iEor? 
W przypadku IId (rys. 34 II) 
; , ‘ 
F=—- sae ABs 48 nr ; (147) 
4xe, | D? (D2—+1?)2_ 


Przez wykonanie na wzorze (146) tzw. przeksztatcenia a otrzymuje sie 


- znowu w2zor (139). 
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San = 


Najwieksze znaczenie ma przypadek Vd (rys. 28 V): dwie jednakowe 
ule z tfadunkami +@ i —Q. Sita przyciagania wynosi tu 


Fe ere, 0) V2 = ge (148) 
Ame gr 
t6wnanie powyzsze mozna przedstawic w postaci 
2 : 
inet Se 


dzie 


2 ae cree Wea tt 
- (2% (#—1)]\ 4 


+f kee ) ee 5 ash 
2 21] (sea) 


U 


Vartosci wspoiczynnika ¢, podane sa w tablicy 7 i na rys. 30. 


4 


Tablica 7 

Wartosci wspdlezynnikow ¢», ¥,, okreSlajacych sile przyciagania dwoch kul 
© jednakowych promieniach przy niezmiennych potencjalach 
Bee eb ce) | 0 fas | 20 | 30 | 40| 80 
- f= | 2,865 1,930} 1,624| 1,480! 1,312| 1,240, 1,149 1.149 | 1,071 | 1,052 | 1,041 
r =2n= | 1,535 1336 1,252] 1,201. 1,143} 1,111, 1,072 1.053) 1,034, 1,026 1,020 


{ 
ry x 


Na rys. 30 wykreSlona jest row- 
liez krzywa wartosci vy z ktore} 
nozna wywnioskowaé¢, jaki laczny 
adunek rzeczywisty znajduje sie 
a kulach w kazdej odlegiogci6.Jak | 
wiadomo, tadunek ten wynosi 
pares Oe wspolezynnik vx 


aS jest zdefiniowany przez sto- 
sunek <e 
. Se 

y Qt NOt DO _ | 


H 2 
Q 
: (151) 
=SstTs=2n a 4 6b) 6 1 Is 20 90 40 0 
: Deh. Rys, 30. Wartosci wspdiczynnikow 
patrz wzor 112). ¢, i ¥, (do tablicy 7) 


oe ay dee Seek ed Pat 
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_Zaktadajac we wzorach (135), (144), (146), (148) r=r’=0 lub we WwZ0- | 
rach (137), (147) r=0 otrzymuje sie Eee postac prawa Coulomba | | 
(127) lub (128). oS ‘ 

c. Rozwazmy obecnie przypadki, aay na dwoch kulach z Yadunkami_ it 
jednakowych znakéw utrzymywane sa stale potencjaly V i VE 


Rys. 3la i b. Schematyczne obrazy pol 
dwoch jednoimiennych tadunkow i odnosny 
schemat potaczen 


(rys. 31), I w tym RCA Gotan jak w rozdz. 6) stosujemy metode- | 
zwierciadlanych odbié. Ladunki taczne kul K i K’ wynosza 


H=Q+ XQ,- 3Q\=SQ-T'q'; 


H=9¢+)0,-) Gi=s q—1Q- (152) 
Potencjaty V’ i V kul K’ i K sa jak poprzednio | 
Vee as Sper ees 
4meor 4neyr 


tak ze w dalszych rachunkach i Jadunki q’ oraz @ musimy traktowaé 
réwniez jako wielkosci niezmienne. > 

Zadne linie pola pomiedzy K i K’ nie przebiegaja, tak ze Ca @ 
i istnieja jedynie pojemnosci 


SQ—T 


ao aes (153) 


q 


Cu= aes Arey? ; Co9= 


> 


‘Tom ave 1990-5 = Twierdzenia o polu elektrostatyeznym 125 
Dia tacznej energii otrzymujemy wyrazenie 
_SQ—Taq) | (Sq —TQy 
= aN ase 
Bl 203, 2C,. 
kt6re mozemy napisa¢ w postaci 
e[ SQ% + Sg? 3 
eos” = +24" —27.@q'), (154) 
r 


BIE, y 


Rozniczkujac wyrazenie (154) wzgledem D na zasadzie (129) dla przy- 


-padku Ia (rys. 28 I) otrzymujemy 


BmEy | 


y peas ane ,(2rr tVV —rov? => roV) =— pvt mee (2r@q — Ce @? =a 
F 


°- 2 \. (155) 


Podstawiajac do (155) r’=0 za pomoca (136) znajdujemy sile odpychania 
kuli z fadunkiem +@ i tadunku punktowego q’ (przypadek IIa, rys. 28 II) 


r= f Ge tex DE. el 


4ne, | D2  (D?—1?)? 


(156) 


Nadmienilismy juz poprzednio, ze przypadek plaszezyzny i kuli, majacych 
Yadunki tego samego znaku, jest fizycznie niemozliwy; widzimy to takze 
na rys. 31b: jezeli kula K’ przeistacza sie w nieskonczenie rozlegta ptasz- 
ezyznie K’, na ktérej musi sie znajdowaé zwiazany z +Q tadunek —Q. 
zrodio napiecia jest zwarte. Jest jednak interesujace, jak reaguje wz0or 
(155) na podstawienie a (rozdz. 9 p. e) przeksztalcajace kule K’ w plasz- 


¢zyzne. Mozna sie tatwo przekonac, ze otrzymuje sie wyrazenie 


e F=— @ op Q 


8TEy Ve 


(157) 


przedstawiajace sile przyciagania miedzy Ki K’ identyczna ze (139). 
Rzeczywiscie fizyezne warunki zagadnienia sq teraz nastepujace: na kuli K 
znajduje sie tadunek +Q, potencjat kuli jest +V; wszystkie linie pola 
wychodzace z +Q musza sie koficzy¢é na nieskonczenie rozlegte] ptasz- 
ezyznie K’, na ktorej musi sie znajdowac zwiazany z --Q@ ladunek —Q. 


Wynika stad istnienie sily przyciagajacej F (wzdor 157). 


Jezeli promienie obu kul sa jednakowe (przypadek Va, rys. 28V), to 


Bey 1 
BF =4ze, [revv— = RAV eV | = ae ae %Qq i— 


Eg 


~ (@?+q?)}. (158) 


Zaktadajac w drugim wzorze (158) ,.r=0 otrzymujemy znowu klasyczna 


postaé (125) prawa Coulomba. 


; 


Jezeli potencjaty obu kul sa jednakowe, to ze wzoru (155). otrzymujem a 
(przypadek Ic, rys. 28 I) 


Fae 


oie Ps 
—_—— ¥ Stat 2 ec on 

P=2ne,.V2(2rr't—ro—roa)= We (2« Boe = ) 

87tey i r 


Sila Baroni ladunku Durriqwrge od oe (przxpade ice rys. 28 11) | 
wynosi ‘ x ; 
eis | : | 
. D2 (Disee = 


is Msnvighese znaczenie ma przypadek Ve; sits pbc ieme dwéch rownych 
kul o tadunkach @ i —Q jest nastepujaca: 


Bett f TT Ogsigs 
= FP=4ne,(rts— ds) y= sy? 
4meqr 


Rly = hata, © tes, 


Rownanie powyzsze mozna napisac w postaci 


przy czym ! : 
auere 5 ; 2 ayaa 5 ae . 
eae fnlt| oo ee eee | , S| ae 

; (62 —2)? (6 2 p)2 Ve2—4, 2 p92 2) He pe 


Wartoseci wspdiezynnika £, podane sa w tablicy 8 i na wykresie n 
rys. 32. Na rysunku tym wykreSlona jest rowniez krzywa wartosci “x 
. z ktorej} mozna wywnioskowaé 
jaki taczny tadunek rzeczywisty 
znajduje sie na kulach w kazdym 
eae 8. badunek ten jest. 
Q+a:— Yo;  wspdtezynnik zas. 
[ta Wynosi $ 


O05 


+ OF T0-O _ 
F Q 


C2456 8 0 1 2 30 40 50 < Podstawiajac do wyrazen (159), 


Rys. 32, Wartosei wspdiezynnikow (160) lub (161) 

&, i wy, (do tablicy 8) -r=0 i r'=0 
otrzymujemy posta¢ (126) klasycznego prawa Coulomba. b 
Widzielismy wyzej, ze w uktadzie dwoch kul, przedstawionym na rys. 318 
pojemnosé C,, rowna sie zeru, a istnieja tylko pojemnosci C,, i Cy. 
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Tablica-8 


3 Wartosci wspdtczynnikéow ¢,.4,, okreSlajacych sile odpychania dwoch kul 
E 0 jednakowych promieniach przy niezmiennych potencjatach 


b=- Bee | 6 8 |. 16 15 | 20 | 30 | 40 | 50 | 
= 0,484 0,605 0,673 0,723 0,784 0,823 0,878 0,907 0,935 0,952. 0,961 | 
#y=S,—T,= | 0,761 0,803 0,832. 0,857 | 0.889. 0,909 | 0,939 0982. 0,968. 0.976 | 0.980 


Zgodnie z terminologia wprowadzonq w rozdz. 9 p. c. mozna powie- 
dziec, ze w uktadzie pola przedstawionym ma Tys. 31 ezynna pojemnosé 
(wzajemna rowna sie zeru. ‘ 

d. Przy rozwazaniu wzordw (155), (156), (158), (159), (160), (161) zwraca 
‘uwage okolicznos¢ nastepujaca: wzory te przedstawiaja sily F, z jakimi 
pole dwoch kul majacych tadunki jednoimienne oddziatuje na te kule. Jak 
“wiadomo, sily te sa silami odpychajacymi i dlatego (zgodnie z rozwa- 
-zaniami w p. a) znak wyrazen otrzymanych dla F jest dodatni. Jednakze 
we wszystkich przytoczonych wyzej wzorach odnosne wyrazenia F skta- 
daja sie Z wyrazow dodatnich i z wyrazow ujemnych. 

_ Nasuwa sie pytanie: czy jest mozliwe, aby przy pewnych okreslonych 
‘warunkach wyrazy ujemne w tych wyrazeniach przewazaly i w rezuliacie 
mozna byloby otrzymac (przy jednoimiennych  tadunkach) 
“ujemna wartos¢ F, to jest, aby w tych warunkach miedzy kulami powstaly 
“sily przyciagajace? 

_  Odpowiedz na to pytanie jest potakujaca. Rowniez i z innych zjawisk 
-mozemy wnioskowa¢, ze sila Il’ przy tadunkach jednoimiennych moze 
“uzyskiwaé znak ujemny. Widzielismy wyzej, ze przez zastosowanie tzw. 
sposobu « wzor (156), w ktorym F ma znak dodatni, przeksztalci! sie na 
-wz0or (157), w ktorym F jest ujemne. Przeksztaicenie « polega na pod- 
stawieniu D=A+r’ i przejsciu do granicy T->00, jest zatem operacja 
“eiagtg. Podezas réwnomiernego zwiekszania 7’, w trakcie tej operaciji, 
‘dodatnia wielkos¢ F zmniejsza sie w sposdb ciagly, uzyskuje dla pewnej 
‘wartosci r wartosé zero i przy dalszym zwiekszaniu r osiaga wartosci 

-ujemne °. g 
_ Najtatwiejszy pod tym wzgledem do zrealizowania jest wzor (156), 
-przedstawiajacy site odpychania miedzy ltadunkiem punktowym oe Qe 
a kula o promieniu ritadunku +Q. Sita F bedzie rownaé sie zeru, jezeli 


Ayes samedi (164) 
D2 (D?2— r?)? 


8 Stan, w ktorym F=0 mozna nazwac rodwnowaga elektrostatycezna; 
‘stan ten bedziemy oznaczali meee gr. 


Arch. Elektr 
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Rownosé powyzsza moze by¢ osiagnieta przez obranie odpowiedniej wa 
tosei stosunku. D 
| AES ees 


r- 


badz tez przez przyjecie odpowiedniej wartosci stosunku 


ae eS (16 
Q 
Z (164) wynika Sercds a es 
ee 66 
Wartosci x,, dla rozmaitych 6 podano w nastepujacym zestawieniu: 
Tablica 


Wartosci wspoiczynnikow xg, rownowagi elektrostatycznej 
w przypadku ltadunku punktowego i kuli 
(przy niezmiennych potencjatach) 


a= gwen betas a ee ah eg co ee eras ae 15. | apa 
| m= | 1,540 | 1,875 | 2147 |-2381 ) 2,784 | 3,131 | 3.856 | 4461 


1 — r= oe ~ = 


Zaleznosé miedzy %g, i 6 przedstawiono na rys.33: Krzywa %gr=f( 
ilustruje przypadki, dla kt6rych F=%0; obszar ponad ta krzywa odpc 
wiada wartosci F <0 (przyciagani« 
obszar ponizej] krzywej odpowiad 
wartosciom F >0 (odpychanie). | 
rysunku widaé, ze przejscie z jedne 
go obszaru do drugiego moze nasta 
pic na przyklad przez powiekszeni 
tadunku q’ przy statym stosunku 
(prosta A, R A,)!° lub tez przy staly1 
fet eupyehania stosunku x tadunkéw i przy zwiek 
szaniu parametru 6 (prosta B, R Bis 
Schematyezny obraz pola w sta 


Low 10 5 206 nach scharakteryzowanych punkta 
Rys. 33.Wartosci wspdtezynnikow xg, mi A, A, R A, przedstawiono ni 
(do tablicy 9) rys. 34, kt6ry nie wymaga dodatko 


wych komentarzy. | 
Zjawisko powyzsze jest juz znane od bardzo dawna. Tak np. doktadni 
opisuje je F. Aepinus, ktéry sumiennie przeprowadzat wiele odnosnycl 
doswiadczen. W konkluzji Aepinus pisze °: 


® F. Aepinus, Teoria elektrycznosci i magnetyzmu, 1757, rozdziat II, O elektrycz 
nym i magnetycznym przyciaganiu i odpychaniu. Wydanie Akademii Nauk ZSRF 
1951, 9. 142/3, p. 185. 

1” R jest punktem przeciecia krzywej ~ i prostej A, Ay. 


Twierdzenia © polu elektrostatyeznym 


,,:-.€@ mianowicie ujemnie elektryczne ciala A i B bliskie sobie odpy- 
shaja sie albo sie przyciagaja, albo zupelnie wzajemnie na siebie nie 
ziataja... Rzeczywiscie i w tym przypadku ¢ 
est mozliwe nie tylko, ze dwa ujemnie-elek- 
ryczne ciata polozone w wiekszej odlegtosci od 
iebie odpychaja sie wzajemnie, a po ich zblize- 
jiu zaczynaja sie wzajemnie przyciagac, ale 
akze, ze cialo A ujemnie-elektryczne w_ nie- 
nacznym stopniu odpycha ciato B, bedac zas 
aelektryzowane silniej, przyciaga je...“ 
Jak to juz zaznaczylismy, zjawisko powstawa- 
sily przyciagajace] moze wystapi¢ i w innych 
ypadkach scharakteryzowanych wzorami wko- 
nach a ic tablicy 5; doktadniejsza analiza wy- Ze 
uje, ze stan rownowagi F=0 w przypadkach 
i Ve (wzory 160 i 161) jest mozliwy tylko przy R +9 +39 
<3 to znaczy w obszarze, ktdéry nie jest juz 
ety zasiegiem przedstawionych przez nas wzo- 
7. Najogolniejszego przypadku Ila (wzor. 155) 
bedziemy tu analizowali. Stan réwnowagi 
przypadku Ic (wz6r 159) jest uzalezniony od 
mienia warunku 


‘ 


fe ee (167) Rys. 34. Sity odpychaja- 
are pen ce i przyciagajace dwoch 
ladunkéw  jednoimien- 

nych 


ez obranie ostatecznie duzych wartosci stosunkow 1’/r i r/D rownanie 
7) moze zawsze by¢ spetnione. Wreszcie w przypadku Va (dwie jedna- 
ve kule o tadunkach jednego znaku rozmaitej wartosci) wzér (158) 
runek rownowagi otrzymuje sie w postaci 

pi ei 


x Os 


=20, — (168) 


y czym 


Ts ee) ees ‘ 
Ve—4 } (6-2)? (6?—2) icra 


ee 


(169)- 


5 fy 20? 
ele 
Ve—4} (2-1) (#1) (8-4) 


adratowe rownanie (168) ma dwa pierwiastki ~, i x, przy czym 


,=1, Zaleznosé ~,—f(6) przedstawiono w tablicy 10 i na rys. 35. 


ychiwum! Elektrotechniki Tom IV 


ee 
are 
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Tablica 10 
Wartosci wspélezynnikow ~, r6wnowagi elektrostatycznej 
w przypadku dwoéch jednakowych kul przy stalym napieciu 
* jest przy 5 > 10 w przyblizeniu rowne Ox 


oi 
4,54 | 5,70 | 
| raat 


7,75 9,79 | 14.91 e 19,93 ee 


49,98 


cS ea | =e 


39,97 


~ + 


Obs. 


Zar przycigoana 


Obszar odpyechama 


JLae ee oumeO. 30 40. 


Rys. 35. Wartosci wspoliczynnikow ~, 
(do tablicy 10) 


e. Bardziej interesujace dla nas, niz przedstawione wyzej w p. ci d 
‘wzory Coulomba przy zalozeniu stalych potencjatow, sa wzory, ktore 
otrzymuje sie przy zalozeniu statych tadunkow. Niestety, wzory fe sa 
bardziej skomplikowane niz poprzednie. 

Rozwazymy przede wszystkim przypadki, gdy tadunki maja rozne : 
znaki. Laczny tadunek obu kul jak poprzednio oznaczamy przez H i H’ — 
(wyrazenia 95 i 96). Zakladajac, ze H oH (trys. 20 I) otrzymujemy wyra-_ 
zenie dla tacznej energii pola 


TS 


2C;» 2C,, 


kt6re przy wykorzystaniu zwiazkow (101), a i (103) mozna napisa¢ 
w postaci 


1 *SH?+rSH?—(rT +7rT) HH 
Sxeorr SS'—TT : 


w= (171) 


Otrzymuje sie stad wyrazenie dla sity w przypadku If (rys. 28 I) 


, 


, / S 
r= ee (nS Herron ee ane gn) |S 4s ae 
Bxe(SS'—TT)? ee St a eee 


($5: PE) © H24% y= art). (172) 
ts 1 
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Zaktadajac, ze tadunki maja te same wartosci bezwzgledne, to jest, ze 
H=H’, znajdujemy (przypadek Ih, rys. 28 I) 
F= : as ; Jes Er’ 2rrT.)( = = SEES 207] = 

8xe,(SS —TT')? Tt ¢ ees 


—(SS'—TT’) | eocdor ~2r)| ; (173) 
Ro ey 

W celu wyprowadzenia wzoru dla przypadku IIf (rys. 28 II) do (172) pod- 
stawiamy r’=0; oprécz zwiazkéw (136) zachodza tu jeszcze zaleznosci 
S)p20= 1 (S)r-o=1 ; (T)=9=0; (T),'=0= 7 ; 


~ 


ie 2 ee [2 - | (174) 
(To)r! =0= i. E eases Be : or = , 
tak ze po podstawieniu otrzymuje sie 
3(9 2-42 
pee ay vet PSP Be (175). 
4ne,D? DD 4") 


Zaktadajac we wzorze (175) jeszcze H=H’ ease y wyrazenie dla F 
w przypadku Ilh (rys. 28 II) 


os F Saas (176) 


“D(D? bed 


Ten sam wzor mozna takze otrzymaé podstawiajac do (172) r’=0i H’ =H. 
Podstawiajac do (172) r=r’ znajdujemy wyrazenie F w przypadku Vf 


/ 
Fa =e {2irss(He+ H's) — 2reryHH](* ee 
8xe,(S2 —T2) | rr 


Tots] 
=o1)| % (+H) 2H, (177) 
Yr J 
W przypadku Vh najlepiej wyjS¢ z wyrazenia dla energii pola (171), ktora 


‘tu mozna przedstawi¢ w postaci 


tek 1 


= ——, (178) 
4xeor Seuicules 
po czym znajdujemy 
2 
Pe A sik 1Ts + Os. = (179) 


ve = Aner (S;+T;)? 


“Wz6r powyzszy mozemy przedstawié w postac 


—— SES ; - 
a 


Riper wz6r 112 i 150). Wartosei wspétezynnika CH podano w tabliey 1 ti 
. es ina rys. 36. ; = 


“Tablica 11! 

Wartosci eapélenyanikow arn | y, Be a | 

okreSlajacych site przyciagania dwéch jednakewych kul 
przy oe fadunkach 


3 
1,215 1,070 
0,651 | 0,745 


wee mat 
1,035 | -1,025 1) 1,004 | 1,00 


i. 
m 


| 
0,798 0.835 | 0@75 0,900 | 0,933 | 


Pa ee 

5 UPS ea 
Patera is 

Bee eer hee ba 


: Pers, 36. Wartosci wspoliezynnikéw Fa HiY, 
(do tablicy 11) 


wae, ae jest sotericiat Vo kul w ised polozeniu Aa ‘kaidego 9) s 
_ Wspélezynnik », jest zdefiniowany za pomoca | 


przy czym 


wartosci wspolezynnika », znajdujemy ze zwiazku 
! : a Bo sak 3 QSs+Ts) = eine = al (184) 
f : - 4mer 4reor Setls 2n 
(por. wzor 112); = 
A Na podstawie tablicy 11 mozna zauwazyé, jakie réznice zachodza 
_miedzy klasyeznym wzorem Coulomba (128) dla danego przypadku i do- 
kladnym. wzorem. (180); przy 6 >8 blad jest mniejszy niz 1°/o. 
.. Podstawiajac do (177) lub do (179) r=0 znowu znajdujemy klasyezna 
_postaé (127) wzoru Coulomba. 
a Przeprowadzajac we wzorach (172) lub (173) obliczenie sposobem « 
i uwzgledniajac zaleznosci (138) oraz 


2 
ak 

a 2 So a>} 
3 lim S=Sp; 0s 1, im 7,07 ar PT 0 Lim —— = — , 
x 


- a : - a a a cbs a (185) 
e nie =0;. limt—0; lim -->0;. lim r't=o,; 
a a a Tr 


Sioa, ae /A+r 
8ie,S2 — 6 32m¢,A" ae 
2 S DP 0 = GbE \| 
a powyzszy mozemy napisa¢ w postaci 
2 
Fee pL eas Fa An, = (187) 
: 4ne,(2A)? 
dzie ‘ 
Ign Z, ae 
gee ee ea (188) 
rs? " 


(por. wzory 140a, 116 i 123). 
_ Wartosci 4 i —— przedstawiono w tablicy 12 i na rys. 37. 
aS tae Np : 
z ~Tab Li ica 2 
-Wartosci wspélezynnikéw A A iy pera dacwoh sile przyciagania kuli i pinezer says 4 
Z przy niezmiennych ladunkach 


Bee 25 Bp ecg | if | 6 8 10 
1079 | 1,023 ‘ 1,018 | 1,010 | 1,006 1,003 1,001 1,001 
0.746 | 0,798 = . 


0,833 0.875 0,901 | 0,916 | 0,938 0,950 ) 


saber, 


2 Rage 
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Przy a>5 réznica miedzy wzorem (187) i wzorem (142), dotyczacym | 
tadunku punktowego, jest mniejsza niz 0,5°/o. | 

Potencjat kuli V, zmienia sie wraz ze zmiana odlegtosci kuli od ptasz- . | 
ezyzny. Zaleznosé miedzy Vp i H jest ta sama co we wzorze (141): 


1 | 
Vp>=41e,rHp = - (189) | 
Np | 
Zakladajac we wzorze (186) r=0 otrzymujemy znowu wzor (142) (przy- | 
padek IVf i IVh). . 


Rys. 37. Wartosci wspdiczynnikow 4,, i 1/n F 
(do tablicy 12). 


Jezeli tadunki H i H’ na kulach maja znaki jednakowe, to wielkoSsci ich |} 
dane sa przez wzory (152). Rozwigzujac te rownania wzgledem Qi q | 
znajdujemy i 


SH+TH ,_ TH+SH’ | 
Qa Fecitaey q =e ah ee (190) } 
yes Mb OS s- FA: | 
W rozwazanym przypadku istnieja tylko dwie. pojemnosci 
Cyu= Sx ee Eh Co = 8 ts 18 eee (191) 
q 
Wyrazenie W tacznej energii ukladu 
2 2 
gsi a 
mozemy napisa¢ w postaci 
= z E H2+ S H+ 2T)HH’). (192) 
8re(SS —TT) \r r } 


Wynika stad sita odpychania dla przypadku Ie 


1 
~ 8xe,(SS’—TT’? 


5 (ss “rr) [= H?+ H+ 27HH’ S 
T T 


r r 


~ SH SH? 2rr THE) (* = + Big 27). (193) — 
7 r 
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/ Podstawiajac do (193) r’°=0 i uwzgledniajac zwiazki (136), (174) znajdu- 
jemy dla przypadku Ile 


1 


eet CD. (194) 
~ Aace,D® D(D?—72)2_ : 


zaktadajac w (193) H=H’ otrzymujemy (przypadek Ig) 


2 en y 
eee aoe iss rr) (” es 2r) 
82e,(SS’ — TT 2 r * 


—('s'+r8-+2rr'T,) (* oe ee G2) 
Tr Coot 


oraz po podstawieniu r’=0 jak wyzej (przypadek IIg) 

| = efter 
4ne,D? D(D? —r?)? 

| Dokonujac we wzorze (193) obliczenia sposobem a otrzymujemy znowu 

wzor (186) dotyczacy przypadku Iif i Ih (podezas tego przeksztatcenia 


- znak F zmienia sie z+ na pl 
| Przez podstawienie r=r’ do (191) znajdujemy dla przypadku Ve 


iets, To’ +H) + 2rcHH') 
8xeor (s? — di 
2(S,(H?+ H?)+-2T,HH'] (Sso—rtTs) 


(s2— -T?)? SORES Bs (197) 


(196) 


\ = 


Jezeli oba tadunki maja (te same znaki) i te same wartosci bezwgledne 
(przypadek Vg), to energia ukladu wynosi 
: 1 
e ees (198) 
Astoam oh Se ae ls 


_ Skad wynika wyrazenie dla sity odpychania 


HES Pigs 8g 


a= See (199) 
Anesr ne Ts)" 
: ktore piszemy w postaci 
pte (200) 
; é 4ne)D- 
przy czym 
EP a - (201) 
(Ss—Ts)° ee 
© (por. wzory 161, 162a i 163). 
> e 


a 


Wartasel wspéltzynnikéw. ae fies majdujemy na podstawie. 


irys. 38. oe 


SES < Tablica 184 

ae Wartosci wspéiczynnikow &,, i [45 Fs 3 

okreslajacych sity odpychania dwoéch jednakowych kul 
przy niezmiennych | Jadunkach 


3 | iy Pi = 
aS Sc es 5 ig 10) ibe ee 
| © 
fg= 0,836 0.938 | 0,971 | 0,985 ae 0,994 0,997 0,998 | 0,999 | 
y= Vay= 1,815 1.245. 1,202 | 1.167 | 1,125 1,100 | 1,065 | 1,051 | 
1 5 | \ | ! : tan 


Korzystajac z tablicy 13 mozemy zauwazyé, jak drobne réznice zachodza 
w rozwazanym tu przypadku miedzy klasycznym wzerem “Coulomba (126) | 
i doktadnym wzorem (200). Przy 6 >5 bltad przy stosowaniu pierwszego ; 


7 5 : 3 156 
ved Rys, 38. Wartosci wspdiczynnikow §,, i Mo = 


(do tablicy 13) . 


jest mniejszy niz 0,5°/o. Na rys. 38 wykreslona jest réwniez krzywa of y 
_ zkt6rej mozna wnioskowaé, jaki jest potencjat V,kul w kazdym potozeniu — 
(dia kazdego 6). Wspdiczynnik , jest zdefiniowany analogicznie- do % 
(we wzorach 182—184) — 


ry 


at > ee 
ly= Vo poe ava . QS; ny ct Lee 1 24 (202) : 
sae aegis Ane r Saas Ma % q 
trea Poréwnujac ze soba wartosci wspélezynnikew ¢ Cy i Cu (tablica 7 i 11), 


— -&, i &y (tablica 8 i 13) oraz, Ay» i An (tablica 6 i 12) widzimy, ze przy tych q 
samych wartosciach 6 lub a: ; L 
Cy>Cu czyli sily przyciagania miedzy dwiema jednakowymi ular przy 
niezmiennych potencjatach sa Ne niz odnosne sily przy nie- 
zmiennych tadunkach; 
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eect a8 sily odpychania miedzy dwiema jednakowymi kulami przy 
niezmiennych potencjalach sa mniejsze niz odnogne sily przy 
| niezmiennych tadunkach; : 
dy >4y czyli sity przyciagania miedzy plaszezyzna i kula przy niezmien- 
nych napieciach sa wieksze niz odnoSne sily przy niezmiennych 
tadunkach. 

Zbadanie, czy przy niezmiennych a dgoimionaych ladunkach mozliwe 
jest powstanie sit przyciagajacych, ograniczymy do rozwazenia przy- 
padkéw Ile i Ilg (wzory 194 i 196). Pozostate wzory wchodzace tu w ra- 
chube (193, 195, 197) sa tak zbudowane, ze odnosna analiza przedstawia 
duze trudnosci. To samo mozna powiedzie¢ 0 wzorze (200) (przypadek Vg), 
jakkolwiek struktura tego wzoru pozwala domySla¢ sie, ze stworzenie dlan 
warunkow, w ktorych F=0, jest niemozliwe. 

W przypadku He (wzor 194) warunek réwnowagi elektrostatycznej 
brzmi : 


He? ri(2D* —r*) 


HH’= 
-D(D? — r”)? 
albo 
¥ ee AEE dee 203 
tro 203) 


Wartosci wspdliezynnika %9r znajdujemy w tablicy 14. 


Tablica 14 


Wartosci wspdlezynnikow 7 rownowagi elektrostatycznej 
w ; ukladzie kula-ladunek punktowy przy niezmiennych fadunkach 


pe re a ee 6 
ee | ieee 96,0 Sea I 1097 | 


Na podstawie tej tablicy stwierdzamy, ze wartosci x w stanie rownowagi 
sa znacznie wyzsze niz odnosne wartosci x z tablicy 9, tak ze krzywa 
4=f(0) przebiega o wiele bardziej stromo niz krzywa x=f(6) na rys. 33. 
Osiagniecie stanu réwnowagi jest zatem przy niezmiennych ladunkach 
znacznie trudniejsze niz przy niezmiennych potencjatach. 

Jesli chodzi o wz6r (196) (przypadek VIg), to tatwo mozna wykazaé, 
ze warunek rownowagi przypada dla wartosci 0< 3, ze zatem w zasiegu | 
stosowalnosci podanych wzoréw rownowaga nie jest mozliwa. 

f. Jezeli kula K (0 promieniu r) znajduje sie wewnatrz kuli K’ (0 pro- 
mieniu 7’), to ee pola zawartego w przestrzeni miedzy obiema kulami 
wynosi 


Wai 
Wee eee -o. (204) 
2, (Stas 


a ie oa a a Si ee 
5 aes 
7, 


eee oe 


we a Ae Leek ed 
aa Ee 
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Ladunki na kuli K i na wewnetrznej. powierzchni kuli K’ maja zawsze 
znaki rézne. W przypadku, gdy potencjalty kul utrzymywane sa na stalym 
poziomie, tadunek Q jest staly i wzorowi (204) mozna nada¢ postac 


wa 2S ; (205) 


BE or 


Korzystajac z oznaczen (133) znajdujemy 


He AN if ee 
dD | mu N M ’ 
d r'D _/N)\. 2rr2D 1. /M 
7 aay f " =| a , ary on j — e 
dD Grape (1+ Vou)? 2 —pwey w oo) 


W rozwazanym przypadku zachodzi réwniez Zwiazek (129); jednakze 
w przeciwienstwie do rozdz. 12p.al przy AD>0mamy AW = 0, tak ze 


wynikajace ze 
przypadku VII 


{ 


(129) sity przyciagania beda tu mialy znak dodatni. Dla 
d (rys. 34 VII) otrzymujemy zatem 


: iL é / G pene 
Se +y X) + ae (207) 
2 PE fa My MN | 


Us = ‘ 


Qi es? 


Se, .- (72D 


Granice stosowalnosci tego wzoru okreslone sa warunkiem (61). 


Zaktadajac 


we wzorze (207) D=0 znajdujemy F=0; silty wywierane 


przez zewnetrzna kule K’ na wewnetrzna kule K potozona wspélsrodkowo 
z K’ rownowaza sie wzajemnie i sita wypadkowa roéwna sie zeru. 
Przyjmujac we wzorze (207) r=0 znajdujemy 


N=M=r"—D? 


i otrzymujemy stad site wywierana przez pole na ladunek punktowy 


K (przypadek 


Jezeli kule 


VIIId rys. 34 VIII) 
Q pO): 


RS eh 
4xe, (7°—D?)" 


(208) 


K’ i K tworza uktad odosobniony, czyli tadunki ich sa 


Stale, to oznaczajac wartosci bezwzgledne tych tadunkéw przez H znaj- 
dujemy dla energii W pola elektrostatycznego zawartego w przestrzeni 


miedzy K i K’ 


pets os (209) 


SIG TSap 
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~. 


Przy AD > 0 energia. W zmniejsza sie i AW <0; wynikajaca ze (131) sila, 
ktora ma tu charakter sity przyciagania, jest dodatnia; wartos¢ jej w roz- 
wazanym przypadku VIIh (rys. 34 VII) wynosi 


if 


9 ° Wy ys 1 
ee ee DUE MS err 
8ne,-S2, r?—D? | r?—-D?  M\VMN 


(210) 


W celu znalezienia sily przyciagania w przypadku VIIIh (rys. 34 VIII) 
podstawiamy do wzoru (210) r=0. Otrzymuje sie wtedy wyrazenie iden- 
tyezne z wyrazeniem (208) otrzymanym poprzednio przy zatozeniu stalego 
napiecia. Podstawiajac do 


D=r—A 
i przechodzac do granicy r —>»°co (sposob f , rozdz. 9 p. c) znajdujemy znane 


juz wyrazenie (139) okreSlajace ‘sile przyciagania miedzy kula i plasz- 
ezyzna. 


f a4 a Lit 
% 
{ wn ad Wi] rap ae -Q 
+ of 7 
\ } ? Q b, | be 
Rys. 39. Obliczenie sity wy- Rys. 40. Rozmaite przypadki wzajemnego polo- 
wieranej na ladunek elek- zenia 2 walcow 
tryczny polozony wewnatrz 
kuli 


Wzor (208) jest sprzeczny z rozpowszechnionym pogladem, wediug 
ktorego sita F wywierana na ladunek punktowy znajdujacy sie wewnatrz 
metalowej wydrazonej kuli r6wna sie zeru. Poglad ten opiera sie na kilka- 

_krotnie przeprowadzonych doswiadczeniach (pierwsze z nich dokonane 
-bylo jeszcze przez Cavendisha w koncu osiemnastego stulecia; doswiad- 
-ezenia te byly nastepnie powtorzone przez Maxwella r. 1870 i innych). 
H.H. Skilling w swojej ksiazce Fundamentals of electric waves posuwa 
‘sie tak daleko, ze w rownosci F=0 upatruje dowéd prawa Coulomba. 
-Rachunek, ktory do takiego wniosku prowadzi, jest nastepujacy. 

4 Zalézmy, ze w punkcie P wewnatrz kuli znajduje sie fadunek Q i ze 
-influencyjny tadunek —Q rozmieszczony jest rownomiernie na wewnetrz- 


3 
he 
id 
in 
a 


pe oe s B aatecon ict cant pel Ag pose ie Pe Sa 


B. Konorski 


nej powierzchni kuli. Wtedy tadunek dQ elementu powierzchniowego dS 
bedacego czeScia pierscienia o promis R sin bye o szerokosci Rd # (rys. 39) 
wynosi ¥ 2 RBS ; 


dQ=«adS = — -Rdd- Rsin ddd. 


4m 


Zalozmy dalej, ze sila przyciagania wywierana przez (—dQ) na +Q@ wynosi © 


= dF’ = QdQ 


Przy tych zalozeniach sila wywierana przez caly pierscien na punktowy 
tfadunek +@ umieszezony w P jest 


Ox 


e dd cS dcos a 


Ax 
0 


dF = dO 


, 


4ner” 


Eaten eek et at 


Wa: 


przy czym ze wzgledu na symetrie sila dF dziata w kierunku OP. 
Sita wypadkowa wywierana na tadunek punktowy + Q przez caly roz- 
mieszcezony na kuli tadunek —Q wynosi zatem 


> 


7? 


Ai es Pe Se a 
-2 far sin 0 eee eS (a 
TE 


4x 4ner? 1p 


_—  Wprowadzajac zamiast # zmienna r 


= y. R?+D?+2DR cos 
znajdujemy 
R+D 
poe | aa Sat eta ey 
167eD°R y 1 
R=D 


= / 
- Latwo' stwierdzic¢, ze rownos¢ powyzsza zachodzi tylko wtedy, gdy n=2. 
Pomimo to przytoczone wywody oparte 0 powyzsze obliczenia sq nie- 
stuszne z nastepujacych powodoéw: 

1. dogswiadezalne stwierdzenie prawa Coulomba przy zastosowaniu nie- 
zbyt wysokich napieé jest bardzo trudne ze wzgledu na znikomosé 
wystepujacych. sil; jezeli zaS napiecie powiekszy¢, to powstaja inne 
niemniej istotne trudnosci polegajace miedzy innymi na obeenosci 
drgan parazytowych, na koniecznosci dostatecznej izolacji i na za-_ 
pobiezeniu zwarc; zwarcia sa szczegdlinie niebezpieczne, jezeli D jest 
duze; natomiast przy zmniejszeniu D zmniejsza sie znacznie rzeczywista 
wystepujaca w rzeczywistosci sila (w przyblizeniu odwrotnie propor- 
cjonalnie do D*); dlatego tez wnioskowanie z samych doswiadezen musi 

_ budzié zastrzezenia; « 


= 
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2. zatozeniem przeprowadzonego wyzej rachunku jest rownomierne roz- 

mieszezenie fadunku na wewnetrznej powierzchni kuli; jednakze nie- 

_centryezne potozenie ladunku punktowego +Q jest wlasnie powodem 

| mnierownomiernego rozktadu gestosci o, co z kolei prowadzi do po-. 
wstania wypadkowej sity przyciagania. 


12, SILY PRZYCIAGANIA MIEDZY NALADOWANYMI WALCAMI KOLOWYMI 
O OSIACH ROWNOLEGLYCH 


a. Korzystajac z rownania (129) jestesmy w stanie obliczyé sile F, 

z jaka przyciagaja sie dwa walce o osiach rownolegtych. Przypadek dwoch 
‘nieskonezenie diugich walcéw o jednoimiennych tadunkach nie daje sie 
teoretycznie ani fizycznie zréalizowac. 

Zaktadamy, ze @ oznacza tadunek na odcinku o dtugosci | kazdego 

-zobu walcéw; przyjmujemy: 
1. ze oba odcinki walcéw potozone sa miedzy dwiema rownolegtymi 
plaszezyznami prostopadtymi do osi walcow; 
2. ze odlegtosé obu walcdéw jest nieograniczona. 
_Obliczane nizej sily Fw, Fp lub F, eoyers rowniez odcinkéw odpowiadaja- 
cych powyzszym zalozeniom. 

_W praktyce mozemy przyjac, ze oba walce sa bardzo dtugie i ze roz- 
wazane odcinki znajduja sie w znacznej odlegtosci od ich koncéw. Otrzy- 
mane wzory maja wtedy charakter wzordw przyblizonych. 

: Rozwazmy najpierw takie walce poreone wewnatrz siebie. Zgodnie 
“Z wzorami (6) i (19) eeony Beier 


2Qnel 


28 lah aca eae gO Doge 
TA a DIV *y Mee ADE? 


Cy,= (211) 


Aint, 


‘Rozniczkujac wyrazenie 


-znajdujemy szukanag site Fy dotycezaca przypadku z rys. 401 


ee Di; 3 FE : (212.5 
Sane V a7 — D? 2 —4D2, 72 
Nadmieniamy przy tym, ze czasem korzystne jest stosowanie tozsamosci 


ae past 3 2_ 4p? r= CG ae Di PAD (213) 


13 1 Stalin 


_ Podstawiajac do rownania (212) r,=0, znajdujemy sile przyciagania 
Fe miedzy walcem kotowym o promieniu r, i rownolegtym don tadun- 


2 


Ree ch S <i ~! gait ws] | 
ines oy | | 
pa? 
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kiem liniowym, znajdujacym sie wewnatrz walea w odlegtosei BF od Osi | 
walca (rys. 40 II) ; pS 1 
2D rere re) 

Feo= Qe te one (214) 

2Qael(r2— D?2,) | 


~ 


Zaktadajac w rownaniu (212) D,,=r,;—A i przechodzac do granicy 
Fr; >, znajdujemy sile przyciagania F,, miedzy walcem kotowym i réwno- | 
legta don plaszezyzna odlegta o A od osi walca (rys. 40 III) 


a ae _ . (215) | 
~ Aneol y ‘A? — q 


Jezeli we wzorze (215) zalozymy r,=0, to otrzymamy sile przyciagania | 
F, miedzy ptaszezyzna i rdwnoleglym do niej tadunkiem liniowym 
(A= odlegtos¢ tadunku liniowego,od plaszezyzny, rys. 40 IV) 


pemes Loree (216) 
4ne lA 

b. Pojemnos¢ dwéch walcéw kolowych o wzajemnie rdwnolegtych 
i polozonych na zewnatrz siebie osiach wg (3) i (19) wynosi 


epee AMEepl 


Oy Di ay Olen ape 


(217) 


2ToTs 


W podobny sposob jak w pkt a znajdujemy site przyciagania F waleow 
(rys. 40 V) 


~ 


F,= Salons Des (218) 
Qrepl | y (D2, i= 72)? = ~4D2,r2 
Mozemy przy tym korzysta¢ z tozsamosci 
(D2. 78 92) = 4D re (Das Vie —T)) 4D Er (219) 


Zakladajac we wzorze (218) r,=0, znajdujemy sile przyciagania miedzy 
walcem kolowym o' promieniu r i rownolegtym do osi walca oraz potozo- 
nym na zewnatrz walca tadunkiem liniowym (D,,;= odleglos¢ miedzy 
~ Jadunkiem liniowym i osiqg walca — rys. 40 VI): 


QD23 
tae 2ne,1(D2, (D2,—72) ae 
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~Przyjmujac we wzorze (220) 73=0, znajdujemy sile przyciagania F, 
miedzy dwoma réwnoleglymi tadunkami liniowymi znajdujacymi sie we 
“wzajemnej odlegtosci D (rys. 40 VII) 


ae i 


Wz0r (221) mozna takze otrzymaé ze (216) stosujac metode zwierciadla- 
nego odbicia. 

Podstawiajac do wzoru (218) D,=A+r, i przechodzac do granicy 
r,—>00, otrzymamy-znane juz wyrazenie (215). 

Jezeli Srednica obu. walcéw jest jednakowa, to w (218) musimy pod- 
stawié r3=1r), znajdujemy wowczas 


ae (222) 
” Snel BE ae D2,— 472" 


Na zasadzie metody zwierciadlanego odbicia wzory (215) i (222) sa zgodne. 

(Czyniac analogiczne podstawienie r,=r,; we wzorze (212) otrzymali- 
bySmy w mianowniku liczbe urojona; odpowiada to interpretacji fizyez- 
ene], zgodnie z ktéra takie podstawienie jest niedopuszczalne). 


13. ZASTOSOWANIE DO POLA PRZEPLYWOWEGO 


Niektore z przedstawionych wyzej wzordéw i rozwazan znajduja zasto- 
‘sowanie w polach przeptywowych (w szczegdlnosci w polach przeplywo- 
-wych w ziemi). Dotyezy to przede wszystkim obliczonych wyrazen pojem- 
nosci uktadow. 

Jak wiadomo, miedzy pojemnoscia C uktadu sktadajacego sie z dwéch 
elektrod i opornoscia przejsciowa R w polu przeplywowym przy tym 
samym ukladzie elektrod zachodzi zwiqzek 


R=— (223) 
i 
gdzie y oznacza przewodnosé wlasciwa osrodka. W ten sposdb wszystkie 
odnosne wzory, a mianowicie wzory (3), (6), (9), (84), (87), (106), (112), (123) 
daja sie zuzytkowac¢ takze w opisany tu sposdb. Odpowiednia interpre- 
tacje otrzymuja rodwniez tablice 1, 2 i 4. 

_Najwazniejsze z tym wzorow sa te, ktére dotyczq opornosci przejscio- 
‘wej w ukladzie dw6éch kul oraz w uktadzie jednej kuli i ptaszczyzny. 


r 
5 


a 


oe 


14, WNIOSKI I ZAKONCZENIE 


Praca przedstawia prdbe rozwiazania™ niektorych mgactiee dotycza- 
cych pola elektrostatycznego. | 

Sformutowane tu prawo najmniejsze] pojemnosci przyczynia sie nie-— 
watpliwie do znajomosci struktury-tego pola. Prawo powyzsze nie zostato |} 
w pracy dowiedzione w SciSle matematyczny sposdb, jednakze przepro- 
wadzone rozwazania w dostatecznej mierze gruntuja jego se pi | 
fizyezne. 

Wprowadzone pojecie elektrody posredniej i analiza ruchow Pa elek- 
trody ma réwniez znaczenie podobne. W pracy zanalizowany jest naj- — 
prostszy przypadek elektrody o postaci walca kolowego. Byloby interesu- {) 
jace przeprowadzenie analogicznych rozwazah réwniez w innych przy- | 
padkach. 

Duze znaczenie teoretyczne ma proba wprowadzenia pojemnosci ezast- t 
kowych w przypadku uktadu dwoch kul. Cecha szezegélna tych pojem- it 
nosci jest to, ze jedna z oktadek odnosnego ,,kondensatora‘‘ znajduje sie 
w nieskonezonosci. Rozwazania, o ktérych mowa, rzucaja pewne Swiatio — 
na role nieskonezonosci w ukladach elementéw o wymiarach skonezonych. 
Daja one rdwniez wyobrazenie o strukturze odnosnych pol elektro- 
statyeznych. 

Przedstawione w pracy wyrazenie dla pojemnosci uktadu dwoch fod 1 i 
jest wyrazeniem przyblizonym; daje sie ono z dostatecznq dokladnoscia _ 
stosowa¢ tylko wtedy, gdy stosunek Srednic kul do odlegtosci ich Srodkow ff’ 
nie jest zbyt wielki. Jednakze obszar zastosowan podanego wzoru jest | 
bardzo rozlegty. Byloby rzecza nadzwyczaj cenna sprawdzenie do$wiad- | 


_czalne tego wzoru; pomiar taki przedstawia wprawdzie znaczne trudnosci, 


jednak nie wydaje sie niemozliwy. - 

Oczywiscie dalszym dazeniem musi by¢ ujawnienie zachodzacych | 
zwiazkoéw w obszarze nie pokrytym przez przedstawiony tu wzor. 

Te same wzory dla pojemnosci moga oczywiscie bez trudnosci byé za- 
stosowane roéwniez i do pol przeplywowych. Dotyczy to takze omdowionych © 
wyzej pojemnosci czastkowych, ktére prowadza bezposrednio do pojecia 
opornosci czastkowych. Odnosne rozwazania i zwiazki moga mieé znacze- | 
nie na przykiad w teorii pradow Hie ES zanalizowanie tych mozliwosci 
pozostaje kwestia otwarta. \ 

~W pracy podano uogodlnione wzory Cnukomn Be: Stosowanie tych wzorow 
jest ograniczone spemieniem tych samych warunkéw jak w przypadku 
‘wspomnianego wyrazenia dla pojemnosci i w duzym obszarze daje dosta- 
teeznie sciste przyblizenie. Przez specjalizacje przedstawionych wzordw 


_ ogdlnych otrzymuje sie 34 wzory dla przypadkow szczegolnych, pozwala- 


jace obliczaé sity dziatajace miedzy kula i ptaszezyzna, miedzy kulg i ta- 
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‘dunkiem punktowym itd. Wzory daja sie zastosowaé rowniez i w przy- 
padku potozenia jednej kuli wewnatrz drugiej. 
| Jako najdalsza specjalizacje otrzymuje sie z podanego wzoru klasyezna 
| postac. wzoru Coulomba. 
| Oczywiscie i w tej dziedzinie powinno przejawiac sie dazenie do stwo- 
Tzenia wzorow o zakresie szerszym niz zakres wzoréw przedstawiony 
| Ww pracy. 
_ Za pomocg podanych wzor6w mozna analitycznie ugruntowac¢ znane 
Zz literatury zjawisko polegajace na tym, ze w pewnych przypadkach dwa 
| ciata naladowane jednoimiennie nie zawsze oddalaja sie od siebie; czasem 
“nie oddziatuje na nie zadna sita, czasem za$ dziatajaca sila zbliza oba ciata 
do siebie. 
_ Cecha charakterystyczna pracy jest wielka prostota uzywanego aparatu 
‘matematyeznego, ktéry niewiele wychodzi poza ramy podstawowych 
-twierdzen analizy; widaé stad, ze nie zawsze musza zachodzi¢é trudnosci 
| zaznaczone we wstepie do niniejsze] pracy. Potwierdza sie przy tym zdanie 
| pot. H. Steinhausa, ktéry w r. 1949 pisat 1!: 
»im prostsze sq metody matematyczne w stosunku do korzySsci prak- 
tyeznych, tym lepiej. Jest rzecza zdumiewajaca, ile niewyzyskanych 
mozliwosci kryje sie w elementarnych zwiazkach matematycznych". 
Praca uchyla tylko drobny rabek zwiazkéw dotychczas nam nie zna- 
“nych; jednym z najblizszych zadan bylaby dalsza dokladniejsza analiza 
| ‘pola uktadu dwéch kul. Poza zasiegiem przedstawionej pracy roztaczaja 
‘sie szerokie horyzonty, ktore czekaja dopiero na ich odkrycie. 
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Obliczenia do rys. 6 _ 


Beat D,; D,, | 4d, Cy |= Hyg X23 | 1g — x3 

rf j r3 ‘ 3 

oH} } { 

30'| 130. | 10|° 0.” |a 59,231 | 70,769 | 38,0 | 0 
20'| 120 27,5| 25,617 /2,906 53,75 |66,25 | 31,76 , 0,463 
15 115  42,5| 41,3065) 3,3875 | 50,978 | 64,022 | 28,76 0,530 
ata)! 113.2805) 50 | 48,99 3,525 50  63,2455| 27,72 | 0,547 
10 110 | 70 | 69,282 | 3,732 48,182} 61,818 | 25,96 | - 0,572 
5 105 —-:147,5 | 147,14 | 3,9325 | 45,357 | 59,643 | 23,82 , 0,595 
0 100. | — eee 42,5 (57,5 20,68 0,602 
af G 95 | 147,5| 147,14 | 3,9325 | 39,606 | 55,394 | 18,20 | 0,595 
S102 90 | 70 69,282 | 3,732 | 36,667 | 53,333 | 15,92 | 0,572 
—20 80 .27,5| 25,617 2,906  30,625/ 49,375 | 11,64 0,463 

BEAD = 0: fb MOL 0 24,826 | 45,714 | 7,88) 0 


| Wes . ’ ms b= : ' ie ig 
Bin: eet ay, We ve r - ia 
I ry hs ma Fe 


— Obliczenie krzywej 0 


1 6000 

0,86603 5196,18 

0,5 3000 

0 0 
are 0,5 3000 1 
—0,70711 —4242,66 
—0,86603 | —5196,18 
—0,96593 —5795,58 
“= —6000 


16900 
16096,18 


13900 

10900 
7900 
6657,34 
5703,92 
5104,42 
4900 


18400 
_17596,18 


15400 

12400. 

9400 
8157,34 
72.03,92 
6604,42 
6400 


x 104 
10816 
10301,55 
8896 
6976 
5056 
-4260,7 

3650,51 
—-3266,83 
3136 


Ps3 


bliczenie krzywej 


6 (ciag dalszy) 


val vE | IX | oe Ww 
ve-VI a i lg X 
—r5+VIII 2727s 
10 
23040 30380 37,95 1,579 
20661 30170,2 37,71 1,576 
14820 24374 30,47 1,484 
8400 | -oaesaeo.. 1 R66 1,361 
3780 12348,2 15,435 1,189 
2393,5 9849,6 12,31 1,090 
1539,13 7927,1 9,91 0,996 
1095,0 | 6713,4 8,39 0,924 
- 960 | ~ 6298,4 | 7,87 0,896 
| \ 
bliczenia do rys. 7 
tee iy T3 
d, C23 Xi5 Xo3 (1g--—X13|lg — X.3| W 
rs ry 
: ) my 
10 | 63,333 (62,6155| 6 | 5,2201| 0 1,496 | 1,496 
23,75| 57,5 56,624 |19,17 | 4.4104) 0,505 | 1,423 | 1,928 
50 «=| 50 48,99 | 28,18 | 3,4604 0,672 | 1,317 | 1,989 
77,5 | 45,417 44,3025, 31,87 | 2,9628| 0,725 | 1,250 | 1,975 
170 | 39,091 | 37,79 |34,97 |2,3214) 0,766 | 1,144 | 1,910 
18255 30,923 | 36 1,734 | 0,778 4 1,017 | 1,795 
170 | 25,556 23,518 | 34,97 |1,1990' 0,766 | 0,857 | 1,623 
77,5 | 18,125 15,117 | 31,87 |0,7109| 0,725 | 0,630 | 1,355 
- 43,33) 10 0 26,649] 0,1667 0,648 | 0 0,648 
bliczenie krzywej b—64 
II IV Vv ‘VI 
cos P 2D,2D;3 cos Pp De D;,+13—7; MS 
: x 10+ 
1 - 22500 26000 ' 67600 
0,86603 _ | 21160,3 | 246603 | 60812 | 
0,5 17500 21000 44100 
0 12500 16000 | 25600 
—0,5 7500 11000 ; 12100 
—0,70711 5428,9 8928,9 | 7972,5 
4900 8400 7056 
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Obliczenie krzywej B—6 (ciag dalszy) 


7 Ghee ea se ee Ce Oe em 
ah es Di,—t3— x | :: 
\ ‘Dir; VI-—VII V Vill | cee: Ie xe 
—r +IX 277s 
x 104 x10! : 
32400,8 35200 18762 37562 31,31 1,496 
30470,8 30341,2 17419 34879,2 29,066 1,463. 
25200. | —- 18900 . 13748 | 27548 22,79 - eas 
18000 - 7600 8718 | 17518 14,598 1,164 
10800 1300 | 3606 7406 6,173 0,791 - 
7818 154,9 1245 2973,9 2,478 0,394 
7056 0 pe eens CT rae ec 
Obliezenie krzywej a—d 3 
oh I ppm bo bed Vv ate 
Dickie eatae web"? 
9 sin? 2 D7 Siagrl ces pare VTv?—5100 IV—V 
| —2D;, sin? 9 
3 
0 0 0 14900 14000 
10° 0,030154 603,08 14296,92 13356 
20° 0,116978 2339,56 12560,44 = —-:11480 
30° 0,250000 | . 5000,0 9900 84853» 
| : - 
| 40°32'10"" 0,422409 8448,18 6451,82 3951,7 


Obliczenie krzywej a—6 (ciag dalszy) 


he Maen VIEL: OME il eee 
| y (3500—VI)? | VII-4D'? 75) %+r;—D' | / yn IX+X 
Senne x 10! x 104 
p21 ai 676 640 2800 —-2529,82 5329,82 
| 10° 654,89 | 611,67 2759,1 2473,2 5232,3 
20° 585,43 542,21 | 26196 | 23285 4948,1 
30° 434,85 378,26 2285,3 1945 4230,3 
“| 40°32'10" 100 0 1200 eS 1200 
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Ybliczenia do tablicy 1 
I I HI | IV V | VI VII | Vil=s, 
F) gi—o? | 121-6? | II : III 1+VIv | 100— 0? 5: VI | 1+V-VII 
ee se Sona ee ave 
eh et 121 1,493 2.200) ae £100 0,0500 | 11,1111 
1 80 120 Ra00 2b. ss 99 0,0502 | 1,112 
2 717 117 ROO Se ~ 2233 3% | 96 0,0521 | 41,116 
3 72 112 1,558 2DAS. 3) 91 0,0549 1,123 
nd 65 105 Se -F6re | 12,2705 | 84 0,0595 1,135 
5 56 96° (1713. -t _<2309 © | 75 0,0667 | 1,154 
6 45 85 | 1,890 2,375 64 0,072, 1,186 
| { 
Ybliczenia do tablicy 1 (ciag dalszy) 
x II | III | VI Vv VI VII | VHI || 
5 | 196-6? | 256-68? | III: II | 1+VIV | 225—8 7,5°V |1+(VII: VD 
| | RY: 
a | 196 | 286 | 1,805 -| 2,142 225 | 15,0650 | 11,0713 
1 19529). * 255 | 1,307 2,143 224 16,0725 1,0716 
2 192 | 252. 175, 1,312 2,145 221 | 16,0875 = 1,0728 
Smet 24T |: £320; |). 25149 217 | 16,1175 | —1,0746 | 
Bere tedeee esd. | 1,333 | 2,155 209 | 16,1625 | 1,0774 | 
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11 75 1S52 04 1900. .} ©. 2,342 104 | 17,5650 1,1689 
| — ie 
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ee edty iT | —— / f+-11-IV) a Loe VAY, ose oh CS EEE I N 
a—l 4a a—] 4a 
7 Payee 7. a — 1 ary <¥ 7 
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2 3 2,73205 | /, 1,34163 9 1,25 | 2,11803 | 1/3, | 1,058834 
oo) 2308 | )2,52753 | Hig \2 25275 |. 10 1,222 | 2,10553 | 3/4) | 1,052638 
3 2 2.41421 | '/,. | 1,20118 | 15 8/, | 2,06904 | 4/s) | 1,034484 
4 | 1,667 | 2,29100 | */,, | 1,14319 | 20 1,105 | 2,05131 | 3/9 | 1,025641 
5 1,5 0.22474 | */)-| 1,11123 |. 30 1,069 | 2,034 Uap <-| 1,017 
6 1,4 2,18322 | */2, | 1,09097 | 40 1,05 | 2,025 ese Oe 3 © 
a 1,333 | 2,15471 | '/o, | 1.08267 | 50 1,04 | 2,020 eo | 2018 
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ee | SenaT et III | IV ej 
, | = e | Gs vay nel Cp 
at Ty COS a d,,—II : ds, II 
3 AS ege aS je EE -ty tone 
i ; D.3=10; D.3=110 
| ‘ | wewn. | zewn. 
; ; a | 2 he eae 
0 40 | meee | 43,4 21,82 54,2 
Be BOE SABA 1. 285 862° || 38,2 7 Ot ae ee 
60° 20 ies Ge fp >28:9 41,82 | 28,2 
90? 0 80. 21,7 61,82 | 19,1 
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Obliczenia do rys. 27 (ciag dalszy) — = 
Ber ocho eee Bt ean Sh eee i eS 
ig tc Capa ES | Se witt 1X | x XI | XII 
. ale a 1 Stes dt, =U | © eae | ee: 
:: 83 _ WVil-r, 21 a | IX:7, | SPR rae — Xi-r 
Dj)=13,245; D,,~=113,245 Dyy=16,49; Daz =116,49 
= Spe 5 wewn. | FCW coho 
= : SS a —— wae eames ——- 
TOS Sigs 24, 53,7 10,37: 13,9 24,68 | 51,5 
Be). 30°. 28,60 43.7 15,73 48,6 30,04 42,8 
f 60° |. 43,24, 28.9 BO STic. ee 25,2 44,68 28,4 
fp. 290° 63,24; 19,75 ey 15,2 64,68 19,7 
[| 120° | 83,245 15,0 70,3% .°| 10,9 84,68 . |. .15,0 
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Obliczenia do tablicy 6 


I I . 50 peal -ci Ea Cae V=A 
= a yo ht a*—1 ata—l ie ode 
= ae | -@ QT 
| 15 2,23607 | 125" 2,75 . = 
2 1,73205 3 5 | 1,9434 
2,5 1,52753 5,25 7,75 1,6015 
3 1,41421 8 11 1,4728 
" 4 1,29100 15 19 1,3176 
4 5 1,22474 24 29 1,2399 
ay 6 1,18322 35 41 1,1930 
8 1.13390 63 71 1,1389 
10 1,10533 99 109 | 1,1081 
3 15 1,06904 224 239 1,0703 
& 20 1,05131 399 419 I° 1,0570 
: 30 1,0339 899 929 1,0342 
40 1,0253 1599 1639 | 1,0255 
50 1,0202 2499 2549 | 1,0203 
Obliczenia do tablicy 7 : 
Leth 22 ds a set ETT AVS ie aN VW 3) =v 
bs | | a ‘ ‘i 
fees ns 6 | y¥o—4 146/11 | 1,56°-1 | (6?—2) IV: V | (4-1)oaoee 
’ ui | > 
| | z ce 7 
Bem) -9°9368 2,34 12,5 | 49 0,2555 64 0,422 
.> 4 | 3,464 2,155 PE 196 0,1173 225 0,284 
5 4,583 2,09 ) 36,5 | 529 0,069 576 0,217 
6°) 5,657 2,06 | 53 1156 0,0458 1225 0,176 
We Oil. 1146 2103351 95 3844 0,0219 3969 0,129 
10% | "9,798 2,021 149 =|. 9604 0,0155 9801 | . 0,102 
| 15. 14,866 2,007 | 336,5 49729 0,0068 50176 0,0672 
| 20 pene 2,005 599 158404 0,0038 159201 0,0502 
30 29,933 2,0023 | 1499 806404 0,00186 808201 0,0334 | 
40 | 39,95 | 2,0010 | 2399 2553600 0,00094 2556800 0,0251_~—s‘| 
50 49,96  2,0008 | | 6240000 0,00060 6245000 0,0200 
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Obliezenia do tablicy 7 (cigg daisz y) 


I IX x XI Pate it ay | ees 
6 | VI+VIIt| II-Ix | 2:5°—4 za : Hee Aa ee ae sa 1+X+XIv] 
| | Ve—4 i2—2 2-11 2 | 
Tsu ae pe | = 1 ay 2 Fay aa) Berar rhe ee Re i y: fat pee ae 
or Se trmere | 13587- 4° 0.4% ve 1,84 POSE i ORE. | > 2,885 
4°) 0401 | 0,865 | 0,167 |. 1,155 0,676): 8 Re O065: Sy 1980" 8 
5 | 0,286 | 0,598 | 0,0953 1,09 as OnO4) ce les @o261 |! 1,624 
6 | 0,222 | 0,467 | 0,0625 1,06 Ho OA02% ose SQ OTSS sf 14806 
8 |- 0,151 | 0,307 | 0,0333 | 1,033 | 0,286 0,0049 VILLI 
10. |} 0,1175 | 0,288 | 0,0208-|' 1,021 | 0,222, | 0,00235 1,2403 
15 | 0,074 | 0,1485 | 0,00905| 1,007 0,143 ~~ — 0,00065 1,1491 
20 | 0,054 | 0,1083 | 0,00505) 1,005 | 0,1053 |  0,00026 11086 | 
30 | 0,0353 | 0,0707 | 0,00223| 11,0023 | 0,0690 | 0,00007 1,0708 
40 | 0,0260 | 0,0520 0,00125| 1,00Y = 0,0513 | —0,00002 1,0520 
50 | 0,0206 | 0,0412 | 0,0008 | 1,00080 —0,0408 0,00001 | 1,0412 | 
5, KOHOPCKH 


HOBbIE TEOPEMbI DJIEKTPOCTATHYECKOrO. MOA 


Pestome 


HavasbHoe MeCTO B 3TOM Tpyfe 3aHHemaeT T. H. “npaBo HavMeHbwe émkocTH 
Ona ero popmynupoBKu BBeseHO MOHATHeE “MpomexkyTouHoro 3nekTpona’. B 3neKtpo- 
CTATHYECKOM Nose, O6pas0BaHHOM DBYMA 3apsxKeHHbIMM TeNamH +A wu —B nomewena 
BMECTO OMHOH H3 SKBHMOTEHUMAJIbHbIX MOBEPXHOCTeH MeTaNHYeCcKad Posbra Cc 4pe3BbI- 
yaHHO MaNOM TONUMHOM CTeHOK, POpma KOTOpOH TOYHO MOnOGpaHa kK HopMe 9kKBUNO- 
TeHUMaNbHOM moBepxHOcTH. Dra mApoBopHmasa oOOonouka Ha3sBaHa MpOMexKYTOUHbIM 
anektponom E (puc. 1); nmpegnonaraetcs, uro HECMOTpA Ha ON€Hb TOHKHE CTEHRKH, 3TOT 
SNERTPOM OOMagaeT HOCTATOYHOM +KECTKOCTbIO, YTOOb! HE MOABAaBaTbca BepopmaunH BO 
BPpeMa” CBOero nepemeuleHHsa, CornacHoO Teopeme HaHMeHbLUeH EmkoCcTH, eCNH MbI ne- 
PeCOBHHEM MpPOMerKYTOYHbIN INeKTpOn E u3 ero nepBoHayaNbHOro NoNOReHHA (T. e. H3 
“mectTa cormacoBaHHoro ¢ NONOXeHHEM SKBUNOTEHWMAaNbHOM NOBepxXHOCTH) B pyroe no- 
JO#KeEHHE, TO COBMECTHAA EMKOCTb CHcTeMbhi A — E.— B ysennuntcas. 

BepuHoctbh 9TOH TeopeMbI OKasbiBaeTCA CNepBa B YACTHbIX Cy4aax, KOrga A UH B 
Kpyrsible WHHHEpbI c MapasienbHbIMH Ocamu (puc. 2). 

B nepBom mpumepe (puc. 3) E aBnaerca MnocKOCTbIO CHMMETPHH ABYX eK alHX OAMH 
BHE fpyroro KpYrNbIX WYIHHOpOB c OfMHAKOBLIMH BHametpamH. Bo stopom npnmepe 
Bce TpH UHIKHGpa A, FE u B umetor oOuiyto ocb. Jlanee npHBemeHo BoKa3aTenbCTBO 
TeEOpemb! HAaMMeHbIWWeH EmMKOCTH B OOWeEM cNyYae ABYX MapaIeMbHbIX KPyrbIxX LWHIHH- 
MPoB; MpOMexKyTOYHAaA ZEKTPOMA ABMAeCTCA TAKE KPYIbIM LWHHHApOM ¢€ OCbIO mapan- 
JI€NbHOM K OCH UKnHHpa A U B. 

B TOM NMonoxkeHHU MOBepxHOCTH EF, B KOTOPOM OHa COOTBETCTBYeT HaMMeHbLUIeH émM- 
KOCTH, 9HEprHaA WeNOM CucTembI ABaeTCA HaHOoNbuUIeH. Dro MonoxkenHe OTMMYAeTCA 
NOSTOMY HeEYCTOMYHBbIM PaBHOBECHeM A DOCTAaTOYHO aTb MpoMesKyTOYHOMY 9NeEKTpOAY 

_ BHEWIHHA HMMysbC, 4YTOObI OH H3 3TOrTO NOMOXeEHHA Ge3BO3BpaTHO BbIWeN; E ABYxKeTCA 
_ rorfa 40 Tex nop, noKka 3aiimér Takoe HOBOe NONOKeHHe, B ROTOPOM dHEprHsa BCei CH- 
: cremb! 6ynet HavMeHbwer (un paBHo Hymo). Ha gByx npHmepax mpwBenen ananus 


perry 0 
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ABUXKEHHA MpomMexRyTOYOTO anektTpoga EF (prc. 9—12) “ rpacuyecku npegcrasyiena 3Hep- 
rua cucrempi (puc. 6 H 7). ures 

Ansa NPHMEHEHHA TEOPEMbI HaMMeHbLIeH émkoct K ‘cayuaro* ABYX LUapOB — TIpOBeEneH 
cnepspa pacuér émkKocru Takon cucremb. [Ipumenén nputom metog Tomcona, Benyuynit 


K pa3HOCTHbIM ypaBHervsam (38); 9TH ypaBHeHua GbIM yReE npencraBneHbt OnneHpop- © 


dom Bs [3]. OnneHnopd yka3zan TakxKe cnOCco6 TOYHOTO peleHHsa 9TUX YpaBHEHUH, BERyiWHH 
K COxXHbIM panam (47), CymMupoBaHHe 9ITHX pANOB B KOHEYHOM topmMe HEBOZMOxKHO, 


a MO3TOMY HEBO3MOXKHbI HIM NO KpatHeh Mepe BeCbMa 3aTPYDHUTeMbHbI BbIBOAbI H3 HUX. 


Mostomy asropom 6b paspaboTaH npnOnu3gutTenbHbId MeTOX, peuiIeHHsA ypaBHeHHi 
(38), Benyuiwi Kk pe3ynbTaTam ovenb OnH3KHM K TOUHOMY pewieHnto. IIpumMeneHve metona 
o6ycnoBieHo yoBneTBopeHvem HepaBeHcTBa (61) Ayia WapoB pacnonoxeHHbIxX OMH 
BHYTpH wApyroro u (64, 65) nia wapoB NexkauIHx OFMH BHE Apyroro. : 

Mpu nomoum npenctasnenHoro NpHOnuxKéHHOrO MeTOMa MOXKHO paccyHTath EMKOCTH 
B cucTeme pByx wapos. Popmyna (84) BmMecre c opmynow (77) npegctaBnser émKocTH 
uwlapoB PpacMOsOxXeHHbIx OHH BHYTpH ppyroro, B cuyyae, Koroa O6a Wapa pacnono- 
#EHb!I OFM BHE Apyroro, BbICTyNaloujHe EmKOCTH MOryT 6bITb ABOAKOFO pofa: B3anMHAA 
émkoctb C\,, COOTBETCTBYIOLad BYM pa3HOMMEHHbIM 3apsyam C OMMHAKOBbIMM aOcomIo- 
THbIMH 3HAYEHHAMM, pacnoOOReHHbIMM HanpoTMB ceOs” Ha NMoBepxHOCcTH OOoKx Wapos 
WM COCAHHEHHbIMM Ypyr ¢ Apyrom nHHMAaMM NONA; a TakxKe COOCTBeEHHbIe EMKOCTH C,, uM 
Cy». COCTBETCTBYIOLUME JIMHHAM NONA, NPOXOMAWWHM MexKAy OHM u3 O6OMXx WapoB u 6ec- 
KOHeYHOCTbIO. B 3aBHCHMOCTH OT MpemcTaBNeHHbIX Ha puc. 20 cnyyaes, EmKoCTH Cyo, Cy,, 


Cy MOTYT 6ObITb paCCyHTbIBAEMbI MPH NOMOLIM COOTBeECTBYIOLUIMX copMysI (102) mo (112). 


B cucreme Tpex MoBepxHocTei mpoBosoB (43 KOTOPbIX OfHAa MOxKeT ObITb 6eckonesHo 
oTHaneHHbimM Wapom) émMKOCTb MexKDY FBYMA MpoBosaMU 3aBKCHT HE TONbKO OT TeOMe- 


“TPHYECKHX CBOHCTB CHCTEMbI HU OT WHIIEKTPHYECKOM MpOHHaemocTu Cpepbl, HO TaksKe 


oT noms, Orciona cnexyer HEOOXOAMMOCTh BBENEHUA NOHATHA AKTHBHOM EMKOCTH. 

Iipu nepexope Kk npengeny (puc. 23) us Tex xe popmMyn nonyyaerca EmKOCTL CHCTeEMbI 
wap-niockocrb (ypaBH. 122) u (123), ta6n. 4, puc. 24), 

Ha ocnosanun onbira mpwoOpetenHHoro B MpesCcTaBNeHHbIx COObparxkeHHAX MOXKHO 
nepeutv Tenepb kK HoKazaTeNbCTBY TeEOpeMbl HAaHMeHbLUeM EMKOCTH B CaMOM OOLILEM Cily- 
yae. JlokazatenbcTBO OCHOBaHO Ha npenctapnenuax Maxcyenna 4 Dapanesa o6 aneKtTpo- 
CTATHYECKOM MOJe, a TaKHKE Ha paccyKHeHHN O pacnpeseneHuu NNOTHOCTH 2NeKTpHYeC- 
kOrO 3apafa Ha OO6eNx NoBepxHOCTAX NMpomerkyTouHOrO aeKTpona, Ha puc. 27 paHbi 
NpuMepbl Takoro pacnpeseNnenus, OTHOCAUIMeECA K MpOMexKyTOUHOMY deKTpOy Nona mByx 
ASIA POB. 

3naa €mkOcTH B CHCTeMe ABYX LWapoB, MbI MO*KeM paccuHtaTb HakONsIeHHytO B COOT- 
BETCTBYIOWEM INEKTPOCTATHYeCKOM NONE SHEprHio; OTCIOMa Mbl MOXKEM 3aTeM pacc4H- 
TaTb WeAcTByIOWWHe B 9TOM Noe Ha’ o6a Wapa cui (T. Ha3.CHNbI NpHTAKEHUA WH OTTaLI- 
kWBAaHHA), 3SaKoH Kynona onpejenser 9TH CHnbI Npu MOMOLUM YeTbIPEX KMaccCH4eCKHx 
spopmy (125) mo (128), oTHocauiMxes K TOYeYHbIM 3apaqam. OgnaKo, ecm mbi nepeiném 
K 3apafaM paCCHONOXKEHHbIM Ha Wapax C KOHeYHbIMH pa3MepamH, TO cllenyeT Take 
NPHHATh BO BHHAMAHHE, HMEIOT JIH Wapbl HEH3MeHHbIe 3apsabI, WI sKE HX NOTEHUMAsIbI 
NOMMEPRHBAIOTCA Ha MOCTOAHHOM ypoBHe. 


Bsvay pasiv4Hou CTpykTypbl Noa — CHJIbI BbICTYNMAlOUHe MPH OAHOHMEHHbIX 3aps- 
Aax WIM NOTeHWUKANaX HE paBHbI CHyiaM NpH 3apsawax WM NOTeHWanax C MpoTHBONONOK~ 


HbIMM 3HaKkamMuH (naxKe ecnH abcontoTHbie 3HAYCHHA STHX 3aPAROB HIM NOTEHLHANOB 


OAMHAKOBbI). 


Cnenyet Take YY€CTb BO3MORHOCTh pasIM4HbIX pacnonomenui cepuiecKux aeK- 
rpogos, B HacTosuem Tpyfe npenctaBneH avanu3s cnenywunx 8 cnyyaes (pue. 28), 


. Buetunee pacnonoxenve wapos: | apa HepaBHbix wapa; Il wap nu TroyeuHbii sapsan; 
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Mil wap 4 nnockocth; IV niockocte u toveynpiit sapsg; V asa ofMHakosbix wapa; 
Bpytpennee pacnonoxenve wapos: VI qea royeynpix 3apaga; Vil onun wap sBHyTpu 
apyroro; VIII toueunbi 3apay, BHyTpH iwapa. 
Bee 9TH pasnu4uua mpuBogst Kx 34 Bo3moxkHOCTam (u3 HUuX 4 — aBnalOTCA BbILWe- 
YNOMSHYTbIMM KlaccHyecKHMU opmynamu Kysiona). 
Ta6nuya 5 conep»KUuT topmybI OTHOCALIHeECA K 9TUM CHyYasmM, 
B wactosujem Tpyne paccyutanbi: 
1, Unenosbie KoasdpuuventEl opmyn Aa CH NpHTsxKeHHA MeXKAY OBYMA OHHAKO- 
- BbIMH WapamMH MpH HEM3MeCHHbIX NOTeHWUMAaNAX W/IN-TIPH HEHSMEHHbIX 3apamax (cpopmysibi 
148 uv 180, ra6nvupb 7 vu 11). 
2. UnCNOBbIE KOdPPnUveHTh! PopMys ANA OTTANKMBAIOWIWX CHA MexKLY BBYMA OpH- 
HaKOBbIMM LapaMuH NpH HeH3MeHHbIx sapagax (phopmynbi 162, 200 — raOnuupi 8 x 13), 
3. Yuncnosbie KoappuuneHTb! Popmyn cH NpUTAKEHHA MexKy WiapoM HM MOCKOCTbIO 
NipH HEH3MEHHbIX NOTEHUMaax WIM Mp HeEH3MeHHbIX 3apagax (cbopmynbi 139, 187, Ta6- 
suubl 6 4 12). 
Avanvs BiMaHHA NOMA Ha ABa Wapa c OFHOHMEHHbIMH 3apagamu NoOATBEpAH, 4TO 
B HECKONbKHX Cy4aax ABIIACTCA BO3MOXKHbIM MONMHOE OTCYTCTBHE BAHAHMA Ha 3TH Wapbi, 
(gnexrpocTaTH4eckoe paBHoBecue), a TakKHKE H BOSMOMHOCTH MpHTAKEHHA TAKUX WapoB 
(aBneHve 3TO M3faBHa KaYeCTBEHHO H3BeCTHO, Tak Hanp, 3ameTHn 9TO Dnunyc). 
fina tpex cnyyaes paccuntatibl yncnoBbie ycnoBHa Takoro paBHosBecua (raGnnupt 
9, 10, 4 14). PaccuntaHb! Takxke CHJIbI NpHTaxKeHHA BWBYX KPYrIbIX WWIMHApPOB C mapasisie- 
TibHbIMH OCAMH B pa3sIH4HbIX OTHOCHTEbHbIX pacnonorkeHHax (puc. 40)), copmynsi 
(212), (214), (215), (216), (218), (220) u (221). 
B KonHue Tpyfa npegxctaBneHbl npHMeHeHHA NomO g3snekTpuYecKorO TORa. Bpipa- 
#eHHe, NpesctaBnsaouree EMKOCTH ABYX WiapoB, MOKeT ObITh HCNONb3OBAHO ANA pacyéra 
nepexoLHoro ConpoTHBnenua, 


B. KONORSKI 


NEUE SATZE UBER DAS ELEKTROSTATISCHE FELD 


Zusammenfassung 


Im Vordergrund der Arbeit steht der ,,Satz der ‘kleinsten Kapazitat‘’. Um ihn 

zu formulieren, wird der Begriff der ,,Zwischenelektrode“ eingefihrt. In einem elek- 

_trostatischen Feld, gebildet von zwei geladenen Kérpern +A und —B, wird an 
Stelle einer der WNiveauflichen eine Metallfolie eingefiihrt, deren Starke ver- 
schwindend klein ist und deren Form sich genau der Form einer Niveauflache an- 

passt. Diese Metallfolie wird Zwischenelektrode E genannt (Bild 1), wobei ange- 


nommen wird, dass sie ungeachtet ihrer diunnen Wande gentigende Festigkeit besitzt, : 


um bei Bewegungen ihre unspriingliche Form nicht zu. verlieren. Es wird nun behaup- 
tet, dass, falls man die Zwischenelektrode aus ihrer urspriinglichen Lage (Niveau- 


 fliche!) in eine andere Lage verschiebt, die Gesamtkapazitat des Systems A— E—B ° 


eine Vergrosserung erfahrt (Satz der kleinsten Kapazitat). 
Z Die Richtigkeit dieses Satzes wird vorerst an dem Spezialfall erwiesen, wenn 
A und B zwei Kreiszylinder mit’ parallelen Achsen sind (Bild 2), Im ersten Beispiel 
- (Bild 3) ist E die Symmetrieebene zweier Zylinder von gleichem Durchmesser, deren 
_ Achsenentfernung groésser als die Zylinderdurchmesser ist. Im zweiten Beispiel 
(Bild 5) sind alle drei Walzen A, B und E koaxial. Hierauf wird der vorgenannte 
Satz fiir den allgemeinen Fall zweier parallelen Kreiszylinder bewiesen; dabei ist E 
eeatete ein Kreiszylinder’ mit paralleler Achse, 


ae 
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In derjenigen Lage von E, in welcher die Kapazitat ein Minimum ist, ist gleich-* 
zeitig die Energie des Systems am gréssten. Diese Lage ist also labil und wenn die 
Zwischenelektrode von aussen einen Kraftimpuls €rleidet, kommt sie nicht mehr in 
ihre urspriingliche Lage guriick, sondern sie wird sich solange bewegen, bis sie eine 
Stellung einnimmt, in welcher die Energie des Systems am kleinsten, bzw, gleich 
Sa ist. In zwei Beispielen wird die entsprechende Bewegung von E untersucht (Bild 

9 bis 12) umd der jeweilige Energieinhalt des Systems graphisch dargestellt (Bild 
6 und 7). 

Um den Satz der kleinsten Kapazitat auf den Fall zweier Kugeln anaieeadee: 
wird zunichst die Kapazitat eines solchen Systems berechnet. Zu diesem: Zweck wird 
die bekannte Abbildungsmethode von Thomson hbenutzt, welche zu Differenzenglei- 
chungen (38) fihrt, die bereits von Ollenderff in [3] aufgestellt worden sind, Die 
genaue Lésung dieser Gleichungen fiihrt (nach Ollendorff) za wumniibersichtlichen 
Ausdriicken (47), mit denen sich nichts anfangen lasst. Deshallb wird in der vorlie- 
genden Arbeit eine Naherungslésung vorgeschlagen, die jedoch ausserordentlich ge- 
naue Resultate ergibt. Die Giltigkeit der Methode wird durch die Ungleichungen 
{61) (fiir ineinanderliegende Kugeln) und (64, oe) (fiir aussenliegende Kugeln) ein- 
geschrankt. 

Mit Hilfe der angegebenen angena&herten Methode kann man Kapazitaten berech- 
nen, die im System zweier Kugeln auftreten. Die Forme! (84) gibt, zusammen mit For- 
mel (77), die Kapazitét von zwei ineinanderliegenden Kugeln an. Wenn die Kugeln 
sich in der Aussenlage befinden, konnen zweierlei Kapazitaten auftreten und zwar: 
die Gegenkapazitaét Cy., welche zwei ungleichnamigen, einander gegentiberliegenden 
Ladungen von demselben Betrag entspricht, und die Eigenkapazitét C,; oder Cos, 
welche den Feldlinien entspricht, die von einer der beiden Kugeln ausgehen und 
sich ins Unendliche erstrecken. Je nach den bestehenden, in Bild 20 dargesteliten 
Moglichkeiten werden zur Berechnung von C12, -Cu, C22 entsprechende Formeln 
aus (102) bis (112) benutzt. — 

Im System dreier Leiterflachen (von welchen eine die unendliche Sphare sein 
kann) hangt die Kapazitat aweier Leiter nicht nur von geometrischen Figenschaften 


den Systems und von der Dielektrizatatskonstante des Mediums sondern auch von ~ 


der Feldstruktur ab. Daraus erwachst die Notwendigkeit, den Begriff der aktiven 
Kapazitat einzuftihren, 

Durch Grenztibergang (Bild 23) ergibt sich aus denselben Formeln die Kapazitat 
des Systems Kugel — Ebene (Gl. 122 und 123, Tabelle 4, Bild 24). 

Auf Grund der Erfahrungen, die in den vorstehenden Rechnungen erworben 
wurden, kann nunmehr der Beweis' des Satzes der kleinsten Kapazitat fiir den 
allgemeinsten Fall gefiihrt werden. Der Beweis stiitzt sich einenseits auf die Maxwell- 
Faraday’schen Auffassungen tiber das elektrostatische Feld, andererseits auf das 
Studium der Ladungsverteilung auf beiden Oberflachen der Zwischenelektrode, Um 
ein Beispiel fiir diese Verteilung zu geben; wird wiederum auf zwei parallele Kreis- 
zylinder zurtickgegriffen (Bild 27). 

Sobald man die Kapazitaten kennt, die 'im System zweier Kugeln auftreten, kann 
man auch die Energie berechnen, die im Feld dieser Kugeln aufgespeichert ist; 
daraus lassen sich Ausdriicke fiir Krafte ableiten, die vom Feld aus auf die Kugeln 
einwirken (Sogenannte anziehende und abstossende Krafte). Nach dem Coulombschen 
Gesetz werden diese Krafte mittels vier klassischer Formeln (125) bis (128), welche 
Punktladungen betreffen, berechnet, Es zeigt sich jedoch, dass man beim Uebergang 
za Ladungen, die sich auf Kugeln endlichen Ausmasses befinden, auch noch den 
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Umstand berticksichtigen muss, ob die’ Kugeln konstante Ladungen haben, bzw. ob 
deren Potentiale konstant gehalten werden. 
Die Beschaffenheit der Felder, die bei gleichnamigen Ladungen oder Poten- 


|tialen entstehen, ist verschieden von der Beschaffenheit des Feldes bei ungleich- 


namigen Ladungen oder Potentialen (auch im Fall, wenn die absoluten Betrage gleich 
sind); demzufolge werden auch die Krafite, die in beiden Fallen auftreten, verschie- 
den sein. 

Man*muss auch die Mégilichkeit verschiedener Formen von Kugelelektroden be- 
riicksichtigen. In der vorliegenden Arbeit werden folgende~8 Falle untersucht: 
Aussenlage der Kugeln: I. Zwei ungleiche Kugeln, Il, Kugel und Punktladung. 
Ill. Kugel und Ebene .I1V. Punktladung und Ebene. V. Zwei gleiche Kugeln, VI. 
Zwei Punktlandungen, — Innenlage der Kugeln: VII. Eine Kugel imnerhalb der 
andern. VIII. Punktladung im Innern der Kugel. 

Infolge dieser verschiedenen Modalitaten muss man 34 Falle beriicksichtigen 
(4 davon sind die friiher bezeichneten klassischen Formeln von Coulomb). Die Zusam- 
menstellung der Formeln, die sich auf diese Falle beziehen, enthalt Tafel 5. In der 
vorliegenden Arbeit sind berechnet: 

1. Zahlenkoeffizienten fiir die Anziehungskrafte zwischen zwei gleichen Kugeln 
bei konstanten Potentialen oder konstanten Ladungen (Formeln 148 und 180, Tafeln 
7 und 11). 

2. Zahlenkoeffizienten fiir die Abstossungskrafte zwischen zwei gleichen Kugeln - 
bei konstanten Potentialen oder konstanten Ladungen (Formeln 162, 200, Tafeln 
8 und 13). 

3. Zahlenkoeffizienten fiir die Anziehungskrafte zwischen einer Kugel und einer 
Ebene bei konstanten Potentialen oder konstanten Ladungen (Formeln 189 und 187, 
Tafeln 6 und 12). 

Wenn man die Einwirkung des Feldes auf zwei Kugeln mit gleichnamigen La- 
dungen analysiert, so kann man feststellen, dass in gewissen Fallen nicht nur keiner- 
lei Krafte entstehen (elektrostatisches Gleichgewicht), sondern sogar die Kugeln ein- 
ander anziehen konnen, (Diese Erscheinung ist qualitativ seit Langem fbekannt, So 
wird sie z. B. von Aepinus erwahnt), In drei Fallen werden die Zahlenverhiltnisse 
dieses Gleiichgewichtes berechnet (Tafeln 9, 10 und 14). 

Es werden weiters die Anziehungskrafte zweier Kreiszylinder mit parallelen 
Achsen in verschiedenen gegenseitigen Lagen berechnet, (Bild 38, Formeln 212, 214, 
215, 216, 218, 220, 221). 

Am Sichluss der Arbeit werden Anwendungen auf das Strémungsfeld darge- 
stellt. Der Ausdruck, der fiir die Kapazitat zweier Kugeln gilt, kann zur Berech- 
nung des entsprechenden Uebergangswiderstandes dienen. 
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Analiza pracy silnika trakeyjnego 
. (Metoda analityczna obliczania mocy elektrowozu) 
Rekopis dostarczono 30. 6. 1954. 


Przy projektowaniu elektryfikacji kolei zachodzi miedzy innymi koniecz- 
-__- nosé okreglenia mocy elektrowozéw. Nile ma dotychezas metody pozwalajacej 
obliczyé te moc a priori dla zadanych z gory warunkéw pracy elektrowozu. 

Z tego powodu moc te zakiada sie najpierw w przyblizeniu ,na oko“ na 
podstawie doSwiadezenia projektujacego, po iczym, po wstepnym zaprojek- 
& towaniu elektrowozu i obliczeniu jego charakterystyk trakcyjnych, wyko- 
nuje sie na ich podstawie szereg przejazdow analitycznych z rdznymi pocia- 
| gami przewidzianymi dla tego elektrowozu i ma przewidzianych dla mich 
trasach, W wyniku tych przejazdow uzyskuje sie wielkosé pradu zastepiczego 
silnikéw elektrowozu, ktory stanowi kryterium do oceny wtaSciwosci doko- 
nanego uprzednio wyboru mocy silnikow trakcyjnych. 

Aby uniknaé doboru mocy lokomotywy droga wielokrotnych, zmudnych 
prob i sprawdzan i aby wypelmic luke, jaka stanowi brak jakiejkolwiek 
metody obliczenia z gory potrzebnej mocy lokomotywy, autor przeprowadza 
analize pracy silnika trakcy jnego i wyciaga szereg wnioskow, kt6re pozwa- 
' ~ -Jaja mu z kolei dla zatozonych warunkéw pracy lokomotywy okresli¢ z gory 
wielkos¢ pradu zastepezego silnikow i wynikajacej z niego znamionowej 
Ne ‘mocy lokomotywy: : 

W wyniku przeprowadzonej. analizy autor kwestionuje znaczenie przypisy- 
fo ‘wane zazwyczaj pradowi zastepezemu, w szezegdlnosci jako kryterium na- 
; grzewania sie silnika trakcyjnego. Kryterium takie stanowi¢ moze jedynie 
| _ przebieg temperatury silnika w funkcji drogi pociagu, wylkonany metoda 
analityezna lub wykresIna. 


WSTEP 

* -Charakterystyezna cecha pracy silnika trakcyjnego jest zmiennos¢ jego 
_ obciazenia. Tylko w wyjatkowych przypadkach, kiedy pociag porusza sie 
: z jednostajna szybkoscia, tak zwana szybkoscia ustalona, przy ktérej sila 
| lokomotywy réwna sie oporom ruchu pociagu, prad silnikow ma wartos¢ 
\. _ stala. Poza tym wielkos¢ pradu ulega ciagtym zmianom nie tylko wtedy, 
_ kiedy, jak to ma miejsce przy rozruchu, zmienia sie wzajemne polgczenia 
silnikow Z uktadu szeregowego na rownolegie, zmieniajac przez to wiel- 
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kos¢ przytozonego do silnikéw napiecia, lub gdy zwiera sie poszczegélne — 


partie wlaczonych w szereg z uzwojeniem silnika opordw rozruchowych, 
czy wreszcie, gdy przez tzw. bocznikowanie uzwojen magneséw zmienia 
sie wielkoS¢ pola magnetycznego, lecz i wtedy gdy prad plynacy przez — 
silnik, jak to wynika z charakterystyki jego obrot6w, zmienia swa wiel- — 
koS¢ przy kazdej zmianie szybkosci pociagu. W konsekwencji takze na- 
grzewanie sie silnika, zalezne miedzy inhymi tak od jego szybkoSsci, jak 
i od pradu, ulega stalym wahaniom, zaleznym od rodzaju lokomotywy 
i pociagu, od trasy, od sposobu jazdy itd. A wreszcie ta sama ilos¢ ciepta 
wydzielanego w silniku bedzie wywoltywala przyrost badz spadek jego | 
temperatury zaleznie od tego, jaka temperature i jaka szybkosé ma silnik — 
w danej chwili. W tych warunkach okreslenie na drodze teoretycznej prze- 
biegu zmian temperatury silnika w zaleznosci od wszystkich wymie- 
nionych wyzej parametréw jego pracy jest rzecza bardzo trudng, albo 
w ogodle niemozliwa. 

Przy analizie nagrzewania sie silnika trakeyjnego wprowadza sie po- 
ezatkowo szereg zalozen upraszczajacych, w szezegdlnosci stalos¢ niekt6- 
rych parametrow. Przede wszystkim zas przyjmuje sie, ze silnik trakcyjny, 
lub jego ezes¢ (np. wirnik lub uzwojenie wirnika), stanowi cialo jedno- 
rodne. Oczywiscie, zaiozenie takie upraszcza wprawdzie znacznie analize 
przebiegu zjawiska nagrzewania sie silnika, jednak kosztem Scistosci otrzy- 
manych wynikow, ktore nastepnie mozna skorygowa¢ na drodze prak- 
tycznych badan doSwiadezalnych. Przeprowadzona przy tych zatozeniach 
analiza pozwala zorientowac sie przynajmniej] w charakterze zmian za- 
chodzacych przy nagrzewaniu sie silnika; badania probne potwierdzajq 
w zasadzie ten charakter. 


1. PRAD ZASTEPCZY 


W celu uproszezenia, chocby kosztem Scistosci, analizy zjawisk zacho- 
dzacych w silniku wprowadzone zostato pojecie tzw. pradu zastep- 
czego. Przez to pojecie rozumie sie prad umyslony o state} wartosci, 
ktoéry spowodowatby wydzielenie w silniku takiej samej iloSci ciepla, jaka 
wystepuje przy rzeczywistym, zmiennym obciazeniu tego silnika, przy ) 
czym zaktada sie, ze ilos¢ wydzielonego ciepla jest proporcjonalna do 
kwadratu pradu!. Przy obliczeniu tak pojetego pradu zastepezego pomija 
sie okolicznosé, ze straty mechaniczne oraz straty w zelazie (o bardzo zio- 
zonej naturze zmian) nie sq w kazdym razie proporcjonalne do kwadratu ~ 
pradu silnika i przyjmuje sie w przyblizeniu, ze nie tylko straty w miedzi, 
lecz wszystkie straty silnika sa proporcjonalne do kwadratu pradu. Po- © 


1 Patrz [5] str, 156. 
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mija sie przy tym takze fakt, ze przyrost temperatury silnika na jednostke 
ezasu zalezy nie tylko od ilosci wydzielonego ciepta, lecz takze od tempe- 
ratury silnika oraz, ze chlodzenie silnika ulega zmianie w okresie jego 
pracy w zaleznosci od temperatury silnika i od jego obrotow. Przy takich 
upraszczajacych zalozeniach wielkos¢ pradu zastepezego wyraza_ sie 


wzorem 
it 
1 
be] =| Bat. (1. 1) 


Czesto zamiast tego wzoru stosuje sie inny, w ktérym caltke zastepuje sie 


odpowiednia suma 
aes Spa -At, “(1. 2) 


sdzie t= At. 


- Jest kilka przyczyn usprawiedliwiajacych metode sprawdzania stopnia 
aagrzewania sie silnika na drodze badania pradu zastepczego: 

|. Znaczne uproszczenie zagadnienia. 

2. Okolicznosé, ze przy czestym przeciazaniu silnika trakcyjnego naj- 
wieksza ilos¢ ciepta wydziela sie w uzwojeniach silnika. 

3. Choé silnik trakcyjny nie jest cialem jednorodnym, tak ze poszczegéIne 
jego czeSci nagrzewajq sie niejednakowo, to jednak miejscem najezul- 
szym w silniku i najbardziej narazonym na uszkodzenie z powodu 

_przegrzania jest izolacja uzwojen silnika, na ktérej temperature 
wplywa przede wszystkim temperatura samych uzwojen, w znacznie 
mniejszym stopniu temperatura zelaza, a tylko posredni i zupetnie nie- 
znaczny wplyw maja takie straty silnika, jak np. straty mechaniczne. - 
Przyjete przy wprowadzeniu pojecia pradu zastepczego zalozenie, ze 

iraty catkowite w silniku » AP, ktére dalej oznaczamy przez AP, sq 
rroporcjonalne do kwadratu jego obciazenia, prowadzi do paradoksalnych 
ynioské6w odnosnie do krzywej sprawnosci silnika, przy takim bowiem 
atozeniu mielibysmy’ 

Reve P,—AP AP PB RE 2) RE RE 

Ps Ps Py UI U 


Re : re 
- Poniewaz w ostatnim wyrazeniu stosunek ca jest wielkoscig stata, 


viec krzywa sprawnosci jest linia prosta (7,), jak na rys. 1, odpowiadajaca 
rzywej 4P=f,(I). Tymezasem rzeczywista krzywa sprawnoéci silnika ma, 


a 
- Archiwum Elektrotechniki Tom IV 
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jak wiadomo, zupetnie inny charakter (7), odpowiadajacy innej krzywej 
strat AP=f,(I), niz zatozono. Te rzeczywista krzywq strat mozna tatwo 
wykresli¢é na —podstawie krzywej sprawnoéci_ 
z zaleznosci: 


AP=UI(1—n). (1.3) 


Krzywa ta, jak widzimy na rysunku, nie prze- 
chodzi przez poczatek uktadu wspdirzednych 
i ma charakter znacznie tagodniejszy, niz hipo- 
tetyczna krzywa strat proporcjonalnych do 
kwadratu pradu. 

Juz ta pobiezna analiza wykazuje, ze przy 
duzych pradach, a wiee przy matych szybko- 
Sciach pociagu, ilosci ciepla wydzielanego w_ 
silnikach trakcyjnych sa znacznie nizsze, niz 

Rys. 1. Krzywe spraw- to wynika ze stosowanego rachunku pradu za-— 

Rohe CEA stepczego, zaS przy pradach malych, a wiec 

przy duzych szybkosciach, znacznie wyzsze. 

Jak sie pdzniej okaze, nie przesqdza to jednak jeszcze kwestii nagrzewa- 
nia sie silnika trakcyjnego. 

Rzeczywisty silnik trakcyjny, jako ciatlo niejednorodne, nie wykaze 
tak wielkich r6znic temperatur, jakie wynikaja dla silnika idealnego, sta-_ 
nowiacego ciato jednorodne, niemniej rdéznice te istnieja: temperatura 
izolacji uzwojen silnika zalezy nie tylko od ilosci ciepta wydzielanego przez _ 
uzwojenia, lecz takze od ilosci ciepta oddawanego zelazu. Przy duzych 
pradach mamy zwykle duza réznice temperatur miedzy miedzia i zela- 
zem, ktdra polepsza oddawalnos¢ ciepla, wobec czego rzeczywista tempe-_ 
ratura tej izolacji bedzie nizsza, nizby to wynikato z zalozenia nie- 
uwzgledniajacego chtodzacego wplywu zelaza. Przy malych pradach izo-— 
lacja ta nie stygnie tak szybko, jakby to wynikato z powyzszego zalozenia, 
poniewaz ilos¢ ciepla wydzielanego w jej otoczeniu spada z kwadratem 
pradu tylko w miedzi, utrzymujac sie w zelazie prawie na tym samym_ 
poziomie, jak to bedzie wynikalo takze z dalszej analizy. W tym przy- 
padku catkowita ilos¢ wydzielanego ciepta moze byé kilkakrotnie wyzsza 
od ilosci wynikajacej z przyjetego zalozenia (por6wnaj rzedne 1—y dla 
obu krzywych przy matych pradach). 


2, STRATY W SILNIKU TRAKCYJNYM I JEGO SPRAWNOSC 


W celu zorientowania sie, jakie iloSci ciepla wydzielane sq w poszeze- 
goélnych czeéciach silnika trakcyjnego w czasie jego pracy, czyli jakie 
ezynniki wplywaja na ich wielkosé i jakie sa ich wzajemne zaleznosci, 
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alezy przeanalizowa¢ rodzaje poszczegélnych strat wystepujacych w sil- 
ikach trakcyjnych, kt6re powoduja nagrzewanie sie silnikéw. 

Catkowite straty w silniku 4P okreslaja jego sprawnos¢ i dla silnika 
radu stalego moga by¢ wyrazone w sposéb nastepujacy 


4p=*—P=P(7—1)=vn,(-—1)=v10—m), (2. 1) 
n Y) " 


dzie P — moc mierzona na wale silnika. 

Analiza poszezegéInych rodzajéw strat prowadzi do nastepujacych 
mioskéw: 

1.Straty w uzwojeniach sq proporcjonalne do kwadratu 
radu i przy pradzie mocy ciagtej silnika stanowia, w zaleznosci od rodzaju 
racy dla niego przewidzianej, nieco mniej lub nieco wiecej niz potowe 
alkowitych strat silnika. Jesli mianowicie przewidziana jest praca do- 
yweza silnika, straty w uzwojeniach stanowiga (wzglednie powinny sta- 
Owic) mniej niz potowe strat calkowitych i tym mniej, im krétszy ma 
y¢ wzgledny czas pracy silnika i im wiekszy jest prad w stosunku do 
radu mocy ciagtej; taki rodzaj pracy charakteryzuje silniki tramwajowe 
trolejbusowe oraz silniki jednostek podmiejskich i szybkich kolei miej- 
sich (metro). Jesli natomiast przewiduje sie dtugotrwala prace silnikow, 
‘raty w ich uzwojeniach przy pradzie mocy ciagtej] powinny stanowic¢ 
riecej. niz polowe strat catkowitych silnika i tym wiecej, im dluzsze maja 
yé odlegtosci miedzyprzystankowe tras obstugiwanych przez elektro- 
rozy wyposazone w te silniki, im ciezsze sa pociagi przewidziane dla 
ych elektrowozow i im tagodniejszy jest profil linii. 

Straty w uzwojeniach silnika szeregowego, czyli normalnego silnika 
akeyjnego wyrazaja sie wzorem 


APcu=RI?, (2. 2) 


dzie R jest, suma opornosci uzwojen twornika, biegunéw gléwnych i po- 
ocniezych i ewentualnie uzwojen kompensacyjnych. Nalezy pamietaé, 
> calkowite straty w uzwojeniach rozktadaja sie oczywiscie na wszystkie 
zZwojenia, powodujac wydzielanie sie w nich ciepta w ilosciach propor- 
jonalnych do opornoésci poszezegdlnych uzwojen. W normalnych kon- 
rukejach silnikéw trakcyjnych gléwna jednak czeS¢ tych strat stanowia 
raty w uzwojeniach twornika. 

2. Sciste ujecie analityezne strat w zelazie nie jest mozliwe 
z tego wzgledu stosowane sa zwykle wzory empiryczne, ktore albo trak- 
1ja wszystkie straty w zelazie lacznie i wtedy zaktada sie, ze sq one 
roporcjonalne do kwadratu indukcji i do pewnej potegi czestotliwosci, 


d 


Cz. Jaworsia : : 
ss przy ezym wyktadnik tej potegi przyjmuje sie miedzy 1 i 2 (zwykle 1 ,6) 2 a 
ate albo tez rozdziela sie straty w zelazie na straty._na prady wirowe i straty 
na histereze i wtedy przyjmujé sie dla strat na prady wirowe t 


AP w=cfB? 42.3) 4) 


oraz dla strat na histereze 


Rozpatrzmy straty w zelazie wediug ostatnich wzordéw. 
Poniewaz czestotliwos¢ jest proporcjonalna do predkosci obrotowej 


silnika, zaS indukcja-magnetyczna B'— do strumienia, wiec straty na | 
prady wirowe mozemy przedstawi¢ w postaci: a : 
APw=cn?@?, = (2.5) § 


ale iloczyn obrotéw przez strumien jest proporcjonalny do sily elektro- 
- motorycznej. Zastepujac z kolei sile elektromotryczng przez réznice na- — 

piecia i spadku napiecia i pomijajac wielkos¢ drugiego. rzedu, bedziemy 

mieli 


AP w= cE?=c(U —IR)?=c(U? —2UIR+ PR) ~ set 
NG ~ CU(U— 2RI)=c, — cI © const. aa 
Spadek napiecia RI jest wielkoscia stosunkowo drobna wobec na- 

piecia U, tym bardziej wiec pomijalnie drobna bedzie wielkos¢ R?I? wo- 

bec U?. Jednakze i wielkos¢ 2RI jest stosunkowo drobna w stosunku do U, 

wobec czego mozna przyja¢ w przyblizeniu, ze w silniku szeregowym przy 

statym napieciu na jego zaciskach straty na prady wirowe, spadajace 

nieco ze wzrostem obcigzenia, sq praktycznie stale. . 

Jesli w analogiczny sposédb przeksztatcimy podany wyzej wzor na ~ 
straty na histereze, przy U=const otrzymamy 

(n®)* _ ae U2 = 266 


ree i we 
n n n nN 


AP,p= cn @?=c —— 


Pomijajac, jak wyzej, stosunkowo drobny spadek sity elektromoto- 


BY rycznej ze wzrostem pradu mozemy przyja¢, ze w silniku szeregowym : 
A oF straty na histereze sa, praktycznie biorac, odwrotnie proporcjonalne do — 
x obrotéw silnika, to znaczy, ze ze wzrostem pradu rosna poczatkowo dos¢ ~ 
5 -__ szybko, pézniej coraz wolniej, co wynika z charakterystyki obrot6w sil- : 


nika szeregowego. | 
Sume wszystkich strat w zelazie i w uzwojeniach przy pradzie mocy ~ 
ciagtej] mozna przyja¢ w przyblizeniu na okoto 80°/o strat catkowitych. 
~ JeSli wiec straty w miedzi stanowia 50/o strat catkowitych silnika, to 3 
straty w zelazie wyniosa okoto 30%/o tych strat; mozna tez przyja¢ w przy- ; 


8 Patrz [1] str. 408. 
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blizeniu, ze jesli z powodéw wyzej podanych straty w uzwojeniach sq 
© pewien procent mniejsze lub wieksze od polowy strat calkowitych, to 
o tylez procent w stosunku do strat een rosnq lub maleja straty 
w zelazie. 

Straty w zelazie i w uzwojeniach decyduja wlasciwie o nagrzewaniu 
sie najbardziej narazonych na nie czeésci silnika (w szezegélnosci i przede 
-wszystkim izolacji uzwojen twornika) nie tylko dlatego, ze stanowia okolo 
800 wszystkich strat, lecz takze i z tego powodu, ze z nastepnej co do 
wielkosci grupy strat, a mianowicie strat mechanicznych stanowiacych 
ogdtem okoto 10+15°/o strat catkowitych silnika, tylko straty przewie- 
trzania, i to w drobnej zaledwie czesci i tylko w silnikach samoprzewie- 
trzanych, wplywa¢ moga bezposrednio na nagrzewanie sie wymienionych 
wyzej czesci silnika. Natomiast ani straty tarcia szczotek o komutator, ani 
tym bardziej straty w tozyskach nie maja praktycznie wplywu na na- 
grzewanie sie izolacji uzwojen, lecz przede wszystkim powodujq na- 
grzewanie sie komutatora badz lozysk, a dopiero posrednio — przez prze- 
-wodzenie ciepla (w zelazie lub miedzi) — wplywaja na temperature izo- 
lacji uzwojen. Znaczenie posrednie nagrzewania sie komutatora polega 
tu przede wszystkimna tym, ze ma on duza powierzchnie promieniujaca 
i chlodzona powietrzem: jesli wiec temperatura jego bedzie niska, ciepto 
wydzielajace sie w uzwojeniach twornika hedzie szybciej] wedrowato 
Z nagrzanych uzwojen do chtodnych dzialek komutatora, skad bedzie za- 
-bierane przez powietrze chiodzace. 

3. Straty przewietrzania, stanowiace przy pradach mocy 
ciaglej okolo potowe strat mechanicznych, wzglednie 5 + 10°/o catkowitych 
strat w silniku, rosna teoretycznie z szeScianem obrotéw silnika, prak- 
tyeznie natomiast mniej wiecej z kwadratem obrotow. Straty tarcia o ko- 
mutator oraz straty w lozyskach mozna przyjaé jako proporcjonalne do 
‘szybkosci obwodowej komutatora wzglednie czopéw, a wiec i do obrotéw 
silnika. Catkowite wiec straty mechaniczne sq proporcjonalne do pewnej 
potegi obrotéw, ktérej wyktadnik mozna przyja¢ za r6wny okoto 1,5 dla 
silnik6w samoprzewietrzanych i rowny 1 dla silnikéw przewietrzanych 
-sztucznie 


= 


APm~ cn* , (2. 8) 
Rai K=1 do 1,5%. Réznica w wysokoéci wykiadnika potegi tlumaczy si¢ 
tym, ze straty przewietrzania silnikéw przewietrzanych sztucznie pokry- 
‘wane sq nie przez: silnik. trakcyjny, lecz przez silnik wentylatora. 
W zwiazku z tym takze udzial strat mechanicznych w stratach calkowi- 
tych silnika trakcyjnego odpowiednio maleje przy zastosowaniu sztucznego 
chiodzenia. Z ostatniego wzoru wynika, ze ze wzrostem pradu silnika 


3 Patrz takze [1] str. 412. 
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szeregowego jego straty mechaniczne maleja poczatkowo szybko, nastep- ~ 
nie coraz wolniej, era sie niemal przy- pradach wyzszych od pradu 
“‘mocy godzinnej. 

4, Nastepna z kolei grupe tak ee strat przejstiauze 
szezotek na komutator oblicza sie w zalozeniu stalego spadku 
napiecia na przejsciu, ktory przyjmuje sie rzedu 3 V. Z tego wynika, ze 
straty przejScia sq proporcjonalne do pradu silnika 


APp=AUI ~3lI. (2. 9) 


5. Na straty dodatkowe w silniku sklada sie szereg réznorod- 
nych strat wystepujacych w réznych czesciach silnika. Naleza do nich: 

straty komutacyjne, 

straty od pola zlobkowego, 

straty w bandazach, 

straty w nabiegunnikach. 

Jesli przy konstruowaniu silnika trakcyjnego nie zostaty przedsiewziete 
odpowiednie érodki w celu zmniejszenia strat dodatkowych silnika, 
w szcezegdlnosci jego strat komutacyjnych, sumaryczne straty dodatkowe 
silnika moga osiagna¢ dos¢ wysoka wartos¢ rzedu 30°/o strat w zelazie przy 
‘biegu jatowym silnika, tj. okoto 10°/o catkowitych strat w silniku, przy 
cezym zaktada sie, ze rosng one ze wzrostem obciazenia nieco szybciej niz 
proporcjonalnie. Ze wzgledu na zlozony charakter wszystkich rodzajow 
strat dodatkowych niemozliwe jest ujecie ich wielkosci na podstawie 
wzordw analitycznych i dlatego oblicza sie je zwykle za pomoca dosé zio- 
zonych wzordw empirycznych wzglednie mierzy na stanowiskach prob- 
nych jako rdznice miedzy pomierzonymi stratami catkowitymi a sum@q 
obliczonych lub takze pomierzonych pozostatych ezterech grup strat sil- 
nika. Z charakteru poszczegélnych strat dodatkowych wynika, ze straty 
komutacyjne rosna ze wzrostem czestotliwoSsci (a wiec i obrotéw silnika) 
wolniej niz proporcjonalnie; straty od pola zlobkowego — z iloczynem 
kwadratu czestotliwosci (obrotow) przez amperozwoje zebéw, wzglednie 
(wg innych wzor6éw) z potega czestotliwosci (obrotéw) w stopniu 3/2; 
straty w bandazach — proporcjonalnie do iloczynu Bt. nb®; wreszcie 
 straty w nabiegunnikach — proporcjonalnie do iloezynu B*, )*, gdzie 
B jest indukeja, zas n — obrotami silnika +. Ze wzgledu na tak bardzo zio- 
zony charakter strat dodatkowych zaleznos¢ ich od obciqzenia silnika roz- 
patruje sie czasami lacznie ze zmiana ogdédlnych strat w-zelazie na pod- 
stawie ogélnych wzoréw empiryeznych; mozna wtedy przyja¢ w przybli- 
zeniu, ze suma strat w zelazie i strat dodatkowych wyrazi sie wzorem: 


AP, + APy+APa=0,08(15 + a2) AP reo, (2. 10) 


4 Patrz [7] str, 314—315. 
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gdzie APrey— straty w zelazie przy biegu jalowym, zaS a— stosunek 
pradu silnika do pradu mocy ciagtej *. 

Charakter przebiegu poszcezegélnych rodzajéw strat duzych silnikéw 
trakeyjnych sztucznie przewietrzanych przedstawiono na rys. 2 i 3. 
W pierwszym z nich (rys. 2) nie uwzgledniono stosunkowo drobnych strat 
przejscia oraz specjalnego charakteru strat dodatkowych, przy czym cal- 
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Rys. 2.* Krzywe strat i sprawnosci silnika trakcyjnego w funkcji 

pradu, a. przy pelnym wzbudzeniu, b. przy wzbudzeniu 35°/o 
kowite straty silnika zostaly rozbite na straty w uzwojeniach, straty na 
prady wirowe, straty na histereze i straty mechaniczne. W drugim (rys. 3) 
uwzgledniono osobny charakter tak strat dodatkowych, jak i strat przej- 
$cia. Na obu wykresach uwidoczniono takze przebieg sumy wszystkich 
strat innych (4P,) niz straty w uzwojeniach (AP¢u); z ostatnich krzywych 


5 Patrz [7] str. 313, rys. 340. 
* Na rys. 2 i 3 oznaczenia JP, i AP’. nalezy czyta¢ jako AP,, i AP’,,, 


wynika, ze jesli pominaé stostualona drobny adie strat przej a 
dodatkowych, to straty catkowite silnika na catym prawie zakresie pradu 

silnika daja sie przedstawi¢ jako. suma dwu skladowych: zmiennej (pro- 
porcjonalnej do kwadratu pradu, obejmujacej straty w uzwojeniach) — 
i stalej (rownej sumie pozostalych strat silnika). Tak wiec straty catkowite 
szeregowego silnika trakcyjnego mozna wyrazi¢ wzorem przyblizonym ~ 


AP=AP oy,+AP,=RI*?+ const. - (2.12) 


Przy odpowiednim dobraniu wielkosci wspdiczynnika R, wyrazajacego | 
w zasadzie sume opornosci uzwojen silnika, wzor powyzszy moze byé sto- 
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_*Rys. 3. Krzywe strat silnika trakcyjnego w funkcji 
pradu 


sowany nawet w takich przypadkach, w ktoérych z powodu rosnacych 
_z obciazeniem silnika strat przejscia i strat dodatkowych suma tak zwa- 
nych strat innych (niz w uzwojeniach) nie przedstawia wielkoéci statej, 
jak to na przyktad ma miejsce w przypadku przedstawionym na rys. 3. 
Bees mianowicie przy stosowaniu powyzszego wzoru zwichereay sume 
¥ 
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ornosci uzwojen o pewien procent, wzrosna wtedy odpowiednio straty 
sroporcjonalne do kwadratu pradu, zmaleje zas suma strat pozostalych. 
W podanym przyktadzie zwiekszono wspdlczynnik Ro 8°/o uzyskujac 
wzrost strat AP. do wielkosci AP'cy, przez co jednoczesnie zmalaly 
straty inne AP, do wartosci AP’r, praktycznie stalej (patrz rys. 3). Sens 
fizyezny takiego ujecia oznacza, ze do strat na ciepto Joule’a w uzwoje- 
tiach silnika dodano straty przejscia oraz czesé¢ strat dodatkowych, obej- 
nujaca w przyblizeniu straty komutacyjne, ktore wystepuja takze w uzwo- 
jeniach. W ten sposdb ujete straty AP’c, oznaczaja wszystkie straty, jakie 
wystepuja w obwodzie pradowym silnika szeregowego, zaS straty AP’, — 
wszystkie straty inne, a wiec wszystkie straty w zelazie i straty mecha- 
niczne. W tym sensie wystepujacy we wzorze 2.11 wspdiczynnik R jest 
oewng opornoscia umyslona, ktéra oznacza opornos¢ catkowita obwodu 
silnika, zwiekszona na skutek wystepujacych w uzwojeniach twornika 
miejscowych prad6w wirowych, dajacych dodatkowe straty komutacyjne. 
Ta umySslona opornos¢é R obwodu pradowego silnika moze by¢ przyjmo- 
wana jako o 5 do 10°/o wieksza od opornosci mierzonej przy pradzie statym 
w zaleznosci od konstrukcji silnika. 

Wyprowadzony wyzej prosty wzor empiryczny, charakteryzujacy 
przebieg strat szeregowego silnika trakcyjnego, moze byé wykorzystany 
przy badaniu nagrzewania sie silnika, mimo iz jest niezgodny z rzeczy- 
wistym przebiegiem strat silnika w zakresie malych praddéw, kiedy tak 
zwane straty inne sa w rzeczywistosci -wieksze niz straty, jakie wynikaja 
ze wzoru (patrz rys. 2 i rys. 3). Wzrost tych strat, wystepujacy ze spad- 
kiem pradu, spowodowany jest znacznym wzrostem strat’ mechanicznych, 
zwiazanych ze wzrostem obrotow silnika. Straty te jednak, jak widzie- 
lismy wyzej, maja tylko minimalny wplyw na nagrzewanie sie uzwojen 
twornika lub magnesnicy, wobec czego ich wzrost moze by¢ w tym przy- 
padku pominiety. Ewentualny cho¢ pomijalnie malty wplyw wzrostu 
strat mechanicznych silnika przy wzroscie jego obrot6w bedzie skom- 
pensowany z nadwyzka przez bardziej wyczuwalny wplyw wystepuja- 
cego jednoczesnie obnizenia sie strat w zelazie, mianowicie strat na 
histereze, ktore, jak to bylo wyzej wyjaSnione, sa w przyblizeniu od- 
wrotnie proporcjonalnie do obrotéw silnika. 

Na rys. 2 uwidoczniono dodatkowo wykres strat catkowitych silnika 
AP, ktére by powstaly, gdyby zmienialy sie jedynie w zaleznosci od 
kwadratu pradu silnika, jak’sie to czesto przyjmuje przy zalozeniu tak 
zwanego pradu zastepcezego. Jak wynika z wykresu, przy takim zatozeniu 
straty te sq znacznie wyzsze od rzeczywistych przy pradach wyzszych od 
pradu mocy ciagte] (300 A) i znacznie nizsze — przy pradach mniej- 
szych, a wiec Ezy mzybkosciach silnika wyzszych od szybkosci mocy 
ciagtej.- _ . Hi 
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Na podstawie obliczonych i wykresglonych przebiegéw strat calkowitych _ 
w silniku obliczono dla obu przypadkéw krzywa sprawnosci silnika (vy). 
Ksztalt tych krzywych pokrywa sie z charakterystyeznym ksztaitem — 
krzywej sprawnosci kazdej maszyny elektrycznej. 

Jak to daje sie zauwazy¢ na obu wykresach, maksimum sprawnosci 
silnika wystepuje przy takim jego pradzie, przy ktérym proporcjonalna 
do kwadratu pradu sktadowa zmienna catkowitych strat silnika 4P‘cu 
réwna sie ich sktadowej statej 4P’;. Zostanie to pézniej udowodnione ~ 
analitycznie. 

Linie przerywane na rys. 2 przedstawiaja przebieg wszystkich krzy- 
wych strat i krzywej sprawnoSsci dla pola giéwnego silnikow, oslabionego — 
0 65°/o. Z przebiegow tych wynika, ze przy tych samych pradach silnika ~ 
straty mechaniczne silnika rosna (w zwiazku ze wzrostem obrotéw sil- 
nika), straty na prady wirowe pozostaja bez zmiany, natomiast wszystkie 
pozostate straty — maleja. W wyniku krzywa sprawnosci silnika przesuwa 
sie w kierunku wyzszych pradéw, tak ze przy pradach wyzszych spraw- 
nos¢ silnika wzrasta, zaS na malym zakresie pradow mniejszych od pradu 
mocy ciagtej silnika (przy najwyzszych jego obrotach) sprawnosé silnika 
zbocznikowanego maleje. Maksymalna wartos¢ sprawnosci, jak i cala 
krzywa sprawnoéci, podnosi sie przy ostabieniu pola silnikéw o ulamek 
procentu na skutek spadku strat catkowitych silnika. 

Zbadajmy obecnie analitycznie przebieg sprawnosci silnika w funkcji_ 
jego obciazenia przy zatozeniu, ze straty silnika wyrazajqa sie wzorem 2.11. 
Sprawnosé silnika pradu stalego wyrazi sie wtedy nastepujaco: 


. AP SAP REAP aoe 
pe AP SS ifus AP _, ou i ca z (2.12) 
P P P UI : 
lub 
AP’ 
n=1-(= Ba as ae (cut). (2/13) 
'U Re I 


Wynik ten wyjasnia znany, charakterystyczny ksztalt krzywej spraw- 
nosci maszyn elektrycznych i oznacza, ze krzywa sprawnosci mozemy 
otrzymaé odejmujac od jednosci, tj. od 100°/o, sume rzednych pewnej 
funkcji prostoliniowej i pewnej funkcji hiperbolicznej. Jesli wiec (patrz 
rys. 4) w ukladzie (J,1—%7) wykreslimy prosta 0 rownaniu 


R ‘ 
y 1 = UD . T 
oraz hiperbole rownoboczna o rodwnaniu 
AP, 
U 
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a nastepnie wykreslimy w tym samym ukladzie krzywa 


AP, i) 


R U 100 Pasay eee 
Vesey gsets. ts pe 
U I 
to krzywa ta w uktadzie (I,7) bedzie 


rzywa sprawnosci silnika 


n= f(D). 

Zbadajmy obecnie, kiedy sprawnos¢ «a 

silnika osiaga swoje maksimum. W tym | 

celu przyr6wnamy do zera pochodng' ~~ 

sprawnosci ze wzoru 2.12 wzgledem 
pradu: 


5 ae 
2 UY 

oper UI - 2RI—(RI +4P )U Rys. 4. Krzywa sprawnoésci sil- 
dI ay U2r2 -nika, otrzymana z zatozenia, ze 
straty catkowite silnika skiadaja 
2 Hee 1 sie ze strat statych i strat pro- 
ee 2URI URI UAP ie porcjonalnych do kwadratu 

a U2r2 iy pradu 


URE Py AP RI 
wep eur 


Stad mamy: 
AP =RI’. (2.14) 


Otrzymany wynik oznacza, ze maksimum sprawnosci silnika wyste- 
puje przy takim pradzie I=I,, przy kt6rym skladowa zmienna strat sil- 
nika r6wna sie jego skladowej statej °. Wynik ten mozna réwniez przed- 
stawi¢ odwrotnie: skladowa stala strat silnika rowna sie skladowej zmien- 
nej przy takim pradzie, przy ktorym sprawnos¢ silnika osiaga swoje 
maksimum. Ten prad najwyzszej sprawnosci silnika bedziemy w dalszym 
ciagu oznaczali I 


3.. STOPIEN NAGRZEWANIA SILNIKA TRAKCYJNEGO 


Wprowadzimy obecnie dwa nowe pojecia: mianowicie stosunek pradu 
siinika do pradu jego mocy ciagtej] bedziemy nazywali stopniem 
obciazenia a silnika 

6=—, (3. 1) 
I, 


6 Patrz takze [2] str. 620 oraz [3] str. 168. 


-‘gdzie I, jest pradem mocy ciagtej, oraz stosunek ciepta wydziel: ane 
silnika przez procesy zachodzace w czasie jego pracy do ciepia wydziela- 
nego przy jego mocy ciagtej, a wiec stosunek odpowiednich jego strat 
catkowitych bedziemy nazywali stopniem nagrzewania 2 ad 
silnika 
a a ee a 
AP st in 
gdzie AP, oznacza straty catkowite silnika przy mocy ciagtej. Z okreslen 
tyeh oczywiscie wynika, ze tak stopien obciqzenia silnika, jak i stopien 
jego nagrzewania rownaja sie jednosci Py. pradzie silnika TOM Eyes pra- 
dowi jego mocy ciagtej. 4 
Oznaczajac podobnie indeksem c inne wielkoégci, dotyezace stanu obcig- 
-—- zenia silnika mocq ciagla, i pomijajae wprowadzony uprzednio znacznik 
Sieg przy AP, i 4P,, lecz nie przy WY’, bedziemy mieli 


wp AP _ APouct AP, 
APs. SAP, 


? 


ale poniewaz 
ee : APe=APeuct AP; , Seek i 
wiec podstawiajac 
AP;=APe—AP cue 

otrzymamy : 


“yy — APeutAPe—APoue _,  APeue—APeu _,  Rle?—RI? _ 
APe ARen os) we Ul dee m1) 
={— ves ge mee es = 
U(l—ne) UI e(1— ne) 
2 
; ase ne susie ele =(1— te) + ea? hae 
Bef U(l—me)  Ull—ne) Ie” 

Eoadub ie 
pits : - W=1+u,(a?—1), (3.3 
gdzie ; . ; 
pare ene ot RO (ee) #3 a 4 

U(l—ne) Ule(1—7e) APe \ AP |e ~ ; 


i oznacza udziat strat zmiennych w stratach calkowitych silnika pray 
“moey ciagtej, natomiast : ‘sey. 

Der 

_ ioznacza, zgodnie z wprowadzonym wyzej okresleniem, stopiei obciqzenia 
silnika. ; 
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Stopien ee cwanda, silnika mozemy wyrazi¢ takze w inny sposdb: 
poniewaz straty stale silnika réwnajq sie jego stratom zmiennym przy 
eg pradzie I,, przy ktorym sprawnosé¢ silnika osiaga swoje maksimum, 


to znaczy 
AP,=REP., 
wiec 
AP AP, FAP oy it RI? + RI? Eee fe 


— APe  APr+APeue RE+RE- P+P 


Dzielac licznik i mianownik ulamka przez I? otrzymamy~ 


raatal 
Wiis I. I 2 


? 


(3. 5) 


(3. 6) 


(3. 7) 


(3. 8) 


(3. 9) 


ae 
Ig | 
zaS stosujac wprowadzone wyzej oznaczenia bedziemy mieli ostatecznie 
2 
aS 
Gel 
Jesli wzor ten przeksztalcimy i napiszemy go w postaci 
wpe 
az+1 
n 
oraz porownamy ze wzorem 3.3 otrzymamy 
pee et 
a ae ll 


Z ostatniego wzoru wynika, ze prad, przy ktorym dany silnik wykazuje 
naksimum sprawnosci, zalezy wylacznie od udziatu strat zmiennych - 
w stratach calkowitych silnika przy jego pradzie znamionowym (ciagtym). 
Idpowiadajace temu poy ppctaze mae silnika a, mozna wyznaczyé 


, rownania al 
a On = a oe Seg ree a 
Ue 


(3.10) 


Zauwazmy, ze udzial strat zmiennych przy pradzie mocy ciagiej silnika 
laje sie tatwo obliczyé na podstawie metryki silnika ze wzoru (3.4), w kt6o- 
"ym zwiekszamy opornosé obwodu silnika o 5 do 10°/o w zaleznosci od jego 
nocy i konstrukcji (tym nizszy procent, im silnik wiekszy i lepie] wyko- 
1any). Przewaznie jednak dana jest charakterystyezna sprawnosci silnika, 
; kt6rej prad I,, a wiec i a, mozna odczytac. Przeksztalcajac dalej wzor 


3.10) otrzymujemy V (4e.) 
ay ae a ee, . 
| SNAP ow , 


(3.11) 
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Ze wzoru tego wynika, ze kwadrat parametru oy, ktory mozemy odezytaé 
z krzywej sprawnosci silnika, oznacza stosunek strat innych do strat 
w uzwojeniach silnika przy jego mocy. ciaglej. 

Wzor (3.7) przy jednym tylko parametrze stalym ay, pozwala obliezy¢ 
stopien nagrzewania silnika dla kazdego jego pradu. OczywiSscie, wyzna- 
czona na podstawie tego r6wnania krzywa Y’=f(a) daje w pewnej skali 
krzywa strat catkowitych silnika (patrz rys. 5), przy czym punkt (1,1) tego 
ukiadu odpowiada w tej skali — punktowi krzywej uktadu 4AP=f(I), wy- 
razajacego straty catkowite silnika przy pradzie mocy ciagtej. 

Zauwazmy, ze jak wynika ze wzoru 3.10, maksimum sprawnosci sil- 
nika przypada na tym wiekszy prad I,=I¢-dy, im mniejszy jest udzial 
strat zmiennych w stratach catkowitych przy mocy ciagtej silnika. 

W tablicy 1 podano dla réznych 
yon=9 ~wartosci udzialu ue strat zmiennych 
w stratach catkowitych silnika — 
odpowiadajace im wartosci wspdol- 
czynika a,, a nastepnie w zaleznosci 
od tego — stopien nagrzewania sil- 
nika przy rdznym stopniu obcigzenia 
silnika‘a. |Wyniki te zestawiono na- 
stepnie na rys. 5. w postaci krzy- 
wych Y’=f(a) dla réznych warto- 
Sci ay. 


9 
a 


Jak wynika z zestawienia i wy- 
kresu, decydujacy wplyw na stopien 
nagrzewania W silnika ma nie tylko 

0 35346 9s a” ~—sStopien obciazenia a, lecz takze wiel- 
Rys. 5. Krzywe stopnia nagrzewania kosé wspdlezynnika o,. Zauwazmy, ze 
VEE iy funkcji stopnia jego obciazenia na przyktad przy tym samym obcig- 
orzy roznych wartosciach wspdiezyn- — . . Lye : 
nika zeniu a=0,25 rozpietos¢ stopnia na- 
grzewania silnika waha sie od 0,25 przy 
é,=0,5 do 0,712 przy a,=1,5, a wiec zwieksza swa wartos¢ prawie trzy- 
krotnie, zaS przy obciazeniu a= 2,5 waha sie od 5,20 przy a,= 0,5 do 2,616 
przy o=1,5, a-wiec maleje niemal do potowy. Powodem tego stanu rzeczy 
jest udziat strat zmiennych, rosnacych z kwadratem obcigzenia, do strat 
catkowitych silnika; im udzial ten jest wiekszy, tym bardziej stroma jest 
krzywa nagrzewania silnika Y=f(a), tym silniej nagrzewa sie on przy 
duzych obcigzeniach i tym stabie] — przy matych. Przeciwnie, im udziat 
strat zmiennych jest mniejszy, tym krzywa nagrzewania silnika jest” 
bardziej plaska i tym mniejsze sq réznice w nagrzewaniu sie silnika przy 
roznych jego obciazeniach. 


F » ~ ee * eS oe a a re 


my! + 
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-Z charakteru zaleznoéci stopnia nagrzewania W silnika od stopnia jego 
obciazenia a i od wspdlezynnika a, wyciagnaé nalezy wazne wnioski do- 
tyczace pozadanej dla danych warunkow trakeyjnych konstrukcji silnika, 
od ktérej zalezy wielkoS¢ wspélczynnika « : jesli silnik ma_pra- 
cowacé na krotkich odlegtoSciach miedzyprzystankowych, jak to ma 
miejsce w ruchu miejskim i podmiejskim, wzglednie jesli ma pracowaé na 
trasach o profilu gérskim, wtedy pozadane jest podwyzszenie wspdtezyn- 
nika a, przez zmniejszenie udziatu strat zmiennych do calkowitych; oczy- 
wiscie wymaga to zwiekszenia przekrojow uzwojen, a co za tym idzie — 
zwiekszenia ciazaru miedzi silnika. Jesli natomiast silnik ma pracowaé 
w lokomotywach przeznaczonych do pociagéw bezposrednich na liniach 


Tablica 1 
U,= | 0,308 | 0,39 0,50 0,64 0,8 1 
an= y, ] 
a | 1,5 1,25 1,00 - 0,75 0,50 0 
0,25 | 0,712 0,635 0,531 0,40 0,25 0,063 
0,50 | 0,769 0,708 0,625 0,52 0,40 0,250 
0,75 | 0,865 0,829 0,781 0,72 0,65 0,563 
es =| lie ie Lae i ie LL 
1,25 . 1,173 1,219 1,281 1,36 1,45 1,563 
1,50 + 1,384 1,488 1,625 1,80 2,00 2,250 
175 | 1,635 1,805 2,031 2,32 2,65 3,063 
2.— 1,924 2,170 2,500 2,92 3,40 4.— 
2,25 2.250 2,583 3,031 3,60 4,25 5,063 
2,50 2,616 3,046 3.625 4,36 5,20 6,250 
2,75 3,019 3,557 4,281 5,20 6,25 7,563 
.— 3,464 4,12 5, 6,12 7,40 9,— | 


magistralnych o duzych odleglosciach miedzyprzystankowych i tagodnym 
profilu, pozadane jest wtedy zmniejszenie jego strat przy pracy silnika 
przy duzych obrotach, a wiec przy matych pradach, co wymaga odpowied- 
niego obnizenia wspdiczynnika a, przez odpowiednie zmniejszenie strat 
w zelazie i mechanicznych (wentylacyjnych); pociaga to za soba z jednej 
strony koniecznos¢ zwiekszenia przekrojow zelaza i zmniejszenia obrotow 
silnika, z drugiej zaS strony — zastosowania sztucznego chiodzenia silni- 
ko6w. Przez, zastosowanie sztucznego chliodzenia silnikow, czyli przez po- 
lepszenie warunkéw chiodzenia uzyskuje sie poza tym i przede wszyst- 
kim powiekszenie mocy ciagtej silnika, przez zastosowanie zas silnika ciez- 
szego i wolniejszego — lepsza charakterystyke trakcyjna lokomotywv. 
| Wyprowadzony wyzej wzor (3.7) okresla charakter:krzywej stopnia 
nagrzewania silnika w funkcji stopnia jego obciazenia przy zalozeniu, ze 
‘straty catkowite silnika daja sie rozlozy¢ na dwie sktadowe: stalq 


’ 
, 
; 
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i zmienng proporcjonalna do kwadratu pradu. Kraywa nagrzewania sil- 
_nika mozemy otrzymaé¢ takze wprost z krzywej sprawnosci silnika i nie- 


zaleznie od charakteru zmian-strat silnika 


We sei Pate ica? (3. 12) 


AP; i. UI (1 — Me) 1—e 


Wszystkie dotychcezasowe rozwazania dotyczyly silnika trakcyjnego 


jako ciala jednorodnego. Tymczasem ciala jednorodnego nie stanowi nie 


tylko silnik jako calogé, ale nawet zadna jego czes¢ skladowa, jak wirnik, | 


magneSsnica, komutator itd. Poza tym nagrzewanie sie kazdej z tych czesci 


wynika z innych proceséw, inaczej przebiegajacych i, ogdlnie biorac, — 


“Ww roznym czasie zachodzacych. Wreszcie przyrost temperatury silnika 
zalezy nie tylko od stopnia nagrzewania silnika, lecz takze od szeregu 
innych parametrow, w szczegélnosci od stopnia jego chiodzenia i od tem- 
peratury silnika i otoczenia. 

Zanim zostanie uwzgledniony. i przeanalizowany wplyw roznych czyn- 


nikéw na nagrzewanie sie silnika badz poszezegélnych jego ezesci, rozpa-_ 


trzmy, o ile i w jaki sposdb réznié sie bedzie stopien nagrzewania dwu 
glownych czeSci silnika, to jest twornika i magneSsnicy, od zbadanego do- 
tychezas stopnia nagrzewania silnika jako caloSsci. 


Jak to wynikalo z przeprowadzonej wyzej analizy strat silnika trak-’ 


cyjnego, straty w uzwojeniach rozkladaja sie na straty w uzwojeniach 
twornika, biegunéw gléwnych i pomocniczych i ewentualnie w uzwoje- 
niach kompensacyjnych, przy ezym rozdziat tych strat jest w przyblizeniu 


proporcjonalny do opornosci poszezegélnych uzwojen. Nalezy przy tym 


wyjasnié, ze na straty w uzwojeniach twornika przypadnie udzial nieco © 


wyzszy, a to z powodu strat. dodatkowych, kt6re wystepuja tylko w tych 
uzwojeniach. Jesli na przyktad opornos¢ uzwojen twornika wynosi 56°/o 
opornosci catego obwodu pradowego i jezeli ze wzgledu na straty dodat- 
“kowe w uzwojeniach dodajemy 8°/o do mierzonej przy pradzie stalym 
opornosci catego obwodu, to straty w uzwojeniach podziela sie w ten 
sposob, ze na twornik przypadnie okoto 60°/o tych strat. Na pozostale 
uzwojenia przypadnie odpowiednia czes¢ tych strat, przy czym oczywiscie 


wszystkie straty w uzwojeniach beda sie zmienialy properciona a do — 


kwadratu obciqzenia. 
Straty w zelazie skupiaja sie “lena catkowicie w tworniku. (Pomi- 


jamy tu zupeinie drobne straty w biegunach i jarzmie, wystepujace Zz po- . 


_wolna zwykle zmiana wielkogci strumienia magnetycznego). J edynie 
w nabiegunnikach biegunow gt6wnych wystepuja drobne straty zwiazane 
z pulsacja pochodzaca do zebéw twornika. 

Straty mechaniczne wystepuja na komutatorze i w tozyskach, jesli 


~< chodzi o straty tarcia, i na wirniku, jesli chodzi o straty wentylacyjne. | 
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Tak wiec w wirniku skupia sie wiekszoéé strat silnika, a mianowicie: 
wszystkie straty w zelazie, ponad poltowa strat w uzwojeniach, a w silni- 
kach samoprzewietrzanych takze straty wentylacyjne. Powstaje pytanie, 
jaki charakter ma przebieg stopnia nagrzewania twornika w funkcji obcia- 
zenia. Charakter ten mozemy okresli¢ w przyblizeniu, jesli od strat cal- 
kowitych silnika odejmiemy okoto 40°/o strat w uzwojeniach. Otrzymamy 
wiedy 
AP —0,4APoac 
oe ‘AP P.—0 44P. cuc 


Posteouige podobnie jak przy wyprowadzeniu wzoru (3,7) otrzymamy 
a?+0, 6a* 
ee @+0, ge 


Wynik ten oznacza, ze stopien nagrzewania twornika jest taki, jaki 
Ge a2 
bytby dla catego silnika, gdyby wspdlczynnik a? wzrést do okolo er 


ezyli taki, jaki otrzymamy, jesli udziai strat zmiennych silnika przy 
mocy ciagie] zmaleje od wartosci 1: (a%+1) do wartoSci 0,6 : (a?+ 0,6). 
Znaczy to, ze stopien nagrzewania twornika jako ciala jednorodnego 
zmienia sie ze zmiang obciazenia sil- +’ 
nika w sposdb lagodniejszy anizeli ¥ 
dla catego silnika. 

Natomiast stopien nagrzewania 
uzwojen biegunéw gléwnych, podob- 


nie jak i stopien nagrzewania same- 
go tylko uzwojenia twornika oraz 
uzwojenbiegunéwzwrotnych i uzwo- 4, 


jen kompensacyjnych, w ktorych nie 
ma udzialu strat statych, zmienia sie 
z kwadratem obciazenia, to jest tak, 
jak sie to przyjmuje przy zatozeniu 
nagrzewania wg pradu zastepczego. 

Na rys. 6 przedstawiono charakter 
zmiany nagrzewania silnika jako ca- 05 0 45 20 25a 
rs) Oe te hacia oo tocraita @) 1 aed 
grzewania twornika (t) i magnesnicy catego silnika (s) w funkcji stopnia jego 
(m) tego silnika traktowanych jako obciazenia a 
ciala jednorodne. 

Podany na rys. 6 charakter zmiany stopnia nagrzewania silnika nie 
przesadza jeszcze kwestii przyrostu temperatury silnika lub jego czesci. 
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- Twornik, dla ktorego krzywa przebiega na wykresie najlagodniej, ‘anaj-. 
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duje sie w najtrudniejszych warunkach pracy, a to ze wzgledu na maiq 
stosunkowo jego pojemnosé ciepIng przy duzej ilosci wydzielanych strat 
(okolo 80%/o strat catego silnika), jak i ze wzgledu na to, ze ciepto wy- 
dzielane w tworniku moze on oddawaé niemal wylacznie przez konwekcje 
i promieniowanie. Tymczasem uzwojenie magnesodw giownych silnika, dla 
ktérego krzywa Y przebiega najbardziej stromo, otoczone jest duzqa masa 
zelaza jarzma i biegunéw, w ktérych cieplo sie nie wydziela i ktore przej- 


~ muja ciepto wydzielane z uzwojenia magnesow takze droga przewodzenia. 


4..PRAD ZASTEPCZY A ZNAMIONOWY PRAD CIAGHEY . 


Z dotychezasowej analizy wynika, ze proces nagrzewania tak catego 
silnika, jak i poszczegdlInych jego czesci (z wyjatkiem samych uzwojen 
traktowanych oddzielnie, niezaleznie od innych czeéci, do ktérych one 
przylegaja) przebiega lagodniej, niz to wynika z zalozenia pradu zastep- 
czego. Powodem tego jest, ze nie wszystkie straty silnika sq proporcjo-, 
nalne do kwadratu pradu. 

Jest jednak i drugi powéd, w wyniku ktorego ilos¢ ciepta wydzielanego 
przez silnik trakcyjny jest mniejsza, nizby to, pozornie zreszta tylko, wy- 
nikalo z zalozenia, kt6re jest podstawa pojecia pradu zastepczego. Tym. 
drugim powodem jest okolicznos¢, ze szeregowy -silnik trakcyjny nie 
pracuje przez caly czas swego biegu, lecz tylko przez pewien jego okres. 

Pojecie pradu zastepezego 7 wyprowadza sie z zalozenia, ze ilosé ciepta 
wydzielona do silnika przez procesy zachodzace w czasie jego pracy przy 
pradzie o wartosci zmiennej I jest taka sama) jaka wydzielilaby sie przy 
obciazeniu silnika pradem o wartosci statej, okreslonej znanym i po- 
wszechnie stosowanym wzorem 


nyt + fra dt (4. 1) 


aioe | (4. 2) 


wzglednie 


Zbadajmy obecnie czy prad zastepezy obliczony wediug tego wzoru 
odpowiada w rzeczywistosci powyzszemu zalozeniu, ezy rzeczywiscie 
w silniku trakcyjnym, obciazonym stale pradem zastepczym 0 powyzszej 
~wartosci, wydzieli sie tyle ciepta, ile przy jego zmiennym obcigzeniu. 


7 Patrz [5] str. 156. 


~ Aby ilogé ciepla Wodrclonedo w silniku trakeyjnym w czasie T przy 
go zmiennym obciazeniu nie przekraczata ilosci ciepla wydzielanego 
rzy obciazeniu staltym, odpowiadajacym mocy ciagiej silnika, musi by¢ 
pony warunek : 


bs eames 
f [APdt< 4P¢-T, - 

i U 
gdzie 

AP — catkowite straty silnika w W, 

AP es 5 833 ee » 9» Przy pradzie mocy ciagtej. 
Dzielac obie strony nier6wnosci przez AP.-T i wprowadzajac 4P. pod 
znak calki otrzymamy 


4 Sip 
i oe dt < 1 
T : 

0 


lub korzystajac z zaleznosci (3.2) 


tp 


: pace es 
3 : Se ib “ 

B se 

gdzie - 

: T — Einewity czas biegu silnika Gente ie wraz Z postojem), 
Bt p — czas biegu silnika pod pradem, 

YW — stopien nagrzewania silnika wg wzoru. (3.2). 

: Poniewaz silnik trakcyjny obciazony jest z reguly nie w. ciagu catego 
ape T jego biegu, lecz tylko w ciagu czasu tp <T, biegnac poza tym bez 


peas lub stojac, jako gorna granice caltki wstawiono celowo czas 
{* zamiast, jak sie to zwykle pisze, T. 

~ JeSli silnik ma byé w pelni wykorzystany, we wzorze (4.3) mozemy 
: pemingé znak nieréwnoéci i napiszemy: i 


1 frees, 
ge , 


- Podstawiajac ‘do tego réwnania wyprowadzona wyzej] wartosc YW) 


fos tae 
dt t= i 2 att — | a’dt}=1. (4. 4) 
ein a+ 


mS. 


nea 


afr shake mel sa 
ROL AD Pek om 
mt me wen AN 
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Zauwazmy, ze aie aldadmak nawiasu kwadratowego daje sie prze- 
ksztalci¢ w sposdb pa oee 


=e 


is 
+ elt A eed _ fret 
I 


a wiec, ze wyraza stosunek kwadratu pradu zastepczego do kwadratu 
pradu mocy ciagiej, czyli 


tp 
2 
af ea= (=) opt: (4.5) 
ee es : 
0 
Podstawiajac te wartos¢c do rdwnania (4.4) bedziemy mieli: 
fs 
ea ies ee (4. 6) 
a2+1 


gdzie r= 2 i oznacza wzgledny czas biegu silnika pod pradem. Z r6wnan 
(4.5) 1 (4.6) otrzymamy 


| epee 
Paige Sean eeu Oana 
c 
gdzie eran i oznacza czas wzgledny wytaczenia silnika, tj. czas 
wzgledny jego postoju i biegu bez pradu. Z ostatniego rownania otrzy- 
mujemy | 


|= = (4. 7) 


Jak z tego wzoru wynika, prad mocy ciagtej silnika trakcyjnego, trakto- 
wanego jako ciato jednorodne i w petni wyzyskanego, mégtby byé mniejszy 
od pradu zastepczego w stosunku 


p=V1+er,. (4. 8) 


Tylko w przypadku f= 1 otrzymalibySmy prad mocy ciagtej rowny za- 
stepczemu; byltoby to mozliwe z kolei w dwéch przypadkach. 
Pierwszy z nich zachodzitby przy a,=0, tj. gdyby, jak to wynika ze 
wzoru (3.7), nie wystepowaty w silniku straty stale, natomiast wszystkie 
' straty zmienne byly proporcjonalne do kwadratu pradu; takie wiaSnie 
zalozenie przyjmuje sie przy badaniu nagrzewania sie uzwojen silnika; 
znaczy to, ze obliczanie mocy znamionowej silnika wg tak zwanego pradu 
zastepczego stanowi zatozenie krancowe: w rzeczywistoSci w kazdym 


tO) ett Pee eee 
=! + 


i 
‘aa 
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silniku wystepujqa takze straty inne niz w uzwojeniach, ktérych wielkosé 
nie jest proporcjonalna do kwadratu pradu. Jak to wynikalo ze wzoru 
(3.11) o stosunku strat stalych do zmiennych decyduje wspdtczynnik a,, 
ktorego wielkosé w silnikach trakcyjnych waha sie w granicach 


0,6< An 14; (4. 9) 


przy czym dolna wartos¢ graniczna powinny mieé silniki lokomotyw 
o rzadkich rozruchach, a wiec dalekobieznych, za$ gérna — silniki elek- 
trowoz6w o rozruchach czestych, a wiee przede wszystkim w jednostkach — 
podmiejskich. 

Przypadek drugi, o kt6éry tu wiasnie chodzi, kiedyS=1 i Iz,=I¢, zacho- 
dzilby przy t)=0, tj. gdyby silnik pracowalt bez przerw, co jak wiemy, 
w trakcji elektrycznej nie ma nigdy miejsca. Czas wzgledny pracy silnika 
trakcyjnego nawet bez uwzglednienia czasu postojOw na stacjach nie wy- 
kracza zazwyczaj poza granice okreSlone nierédwnoscig 


03<1t<0,8 a wiec OF =z, 0,7: (4. 10) 


Przyjmujac powyzsze granice dla a, it dla przecietnych warunkow trak- 
eyjnych w zatozeniu silnika jako ciala jednorodnego, wielkos¢ wspdl- 
ezynnika f otrzymujemy w granicach 


Pip <bs. (4. 11) 


Poniewaz w rzeczywistosci silniki trakcyjne nie nagrzewajq sie tak, jak 
same tylko ich uzwojenia, to znaczy w sposdb zatozony dla pradu zastep- 
ezego, lecz w stopniu nizszym, wykazuja one zawsze (jesli sq obliczone 
wg pradu zastepczego) pewien zapas mocy, ktorego miara jest wspdl- 
ezynnik 8. Tym zapasem mocy mozna tlumaczyé obserwowane niejedno- 
krotnie zjawisko, ze silniki, szczegdlnie jednostek podmiejskich, zdolne 
sq do wykonania prac znacznie ciezszych, nizby to wynikalo z obliczen 
opartych na pradzie zastepczym. 
Wynikajacy z powyzszej analizy zapas mocy silnika, jak sie to dalej 
okaze, nie tylko nie jest zbedny, lecz niejednokrotnie konieczny, i z tego 
wzgledu, jesli przy projektowaniu mocy silnika nie jest badany prze- 
bieg jego temperatury w funkcji drogi, przynajmniej w trudniejszych 
warunkach pracy elektrowozu, to obliczanie wzglednie sprawdzanie mocy 
silnika na zasadzie pradu zastepcezego daje niejaka gwarancje odpowied- 
niego jej doboru, mimo pewnych nieSscislosci zwiazanych z tym pojeciem. 
Sprawdzanie, przyjmowanej zwykle w przyblizeniu, mocy silnikéw 
wymaga uprzedniego, wstepnego zaprojektowania elektrowozu, a w szcze- 
golnosci: odpowiedniego doboru przetozenia przektadni, zatozenia dolne} 
i gornej granicy pradu rozruchowego, obliczenia opordw rozruchowych, 
a nastepnie wykonania na podstawie uzyskanych charakterystyk trakcyj- 


* 


mych szeregu przejazdow analityeznych z danym pociagiem na danej 
trasie. W wyniku tych przejazdow oprécz_przebiegu szybkosci i ezasu 
_ w funkeji drogi mozna uzyska¢ miedzy innymi-zaleznos¢ S?At w funkcji | 
odlegtosci miedzyprzystankowych. Ta ostatnia zaleznos¢ pozwala zastapi¢ | 
normalne wyrazenie catkowe pradu zastepezego — wyrazeniem oe 
zonym. 

Jest rzecza oczywista, ze tak wstepne zaprojektowanie lokomotywy, 
jak nastepnie i przede wszystkim sprawdzenie je] mocy na podstawie | 
przejazdéw arialityeznych, w wyniku ktérych otrzymuje sie wielkosé pradu | 
zastepezego, nalezy do prac bardzo zmudnych, wymagajacych wielkiej— 
ilosci czasu projektujatego, tak ze obecnie konstruuje sie nawet specjalne | 
urzadzenia, analizatory trakeyjne, ktérych zadaniem jest Za e 
WwW pracy projektujacego inzyniera. 

W tych warunkach nasuwa sie pytanie, czy da sie ujac analityeznie : 
awiazek miedzy pradem zastepezym silnika trakeyjnego a jego pradem | 
Srednim. Poniewaz wielkos¢ pradu Sredniego silnika daje sie tatwo obli- | 
czyé na podstawie jednostkowego zuzycia energii, -kt6re mozna okresli¢ 
specjalna metodg analityczna dla kazdych zalozonych z gory warunkow > 
trakcyjnych ®, przeto okreSlenie z kolei na tej podstawie wielkosci pradu 
-zastepczego datoby decydujacy wskaznik dla oznaczenia mocy znamiono-— 
wej silnika i lokomotywy. 


5. PRAD ZASTEPCZY A SREDNI 


Jesli w pewnym okresie czasu T silnik pracuje w ciagu czasu ty przy 
zmiennym obciazeniu, pobierajac prad o wartosci zmiennej I, wtedy war- | 
tosé Srednia Is, pradu pobieranego przez ten silnik w okresie T mozna | 
.. Wyrazi¢ w postaci 


tp a | 
ae (5.1) 
: T . 
0 


Natomiast dla pradu zastepczego I, mamy 


5 Dzielac oba rownania przez Is, podnoszac drugie rownanie do kwadratu 


i wprowadzajac czas T pod znak catki, otrzymamy odpowiednio: 


8 Patrz [4]. 
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eu om y-ray 


Jesli do r6wnan tych wprowadzimy teraz oznaczenia 


of ) : 
—- =; are poeey: TB eye (5. 2) 
Tg = Ig vi e 


i podstawimy je do poprzedniego uktadu rownan, wtedy otrzymamy 


*p "p 
fydr=1 oraz [gdr=c t _ (5. 3) 
0 ; 9 


a3 


Po takim przeksztatceniu caika oznaczona J gdt ma wartos¢ stata rowng ~ 


jednoéci bez wzgledu na rodzaj funkcji, a ksztalt i pee ehicd. Natomiast 
wartos¢ catki oznaczonej 


t. 


f y?dt 
0 


zalezna jest od funkcji y(t). Powstaje pytanie, czy znajac 
tylko granice zmiennosci funkcji y(t) mozna okresli¢ gra- 
nice zmiennosci. 


p 
{ordre 


a tym samym granice zmiennosci wspoiczynnika c, tj. sto- 
ssunku pradu zastepczego do éredniego. 

Niech bedzie dana jakas funkcja ¢(t) (patrz rys. 7a), 
ktora w czasie od 0 do tp zmienia swa wartos¢ od oe do pu, 
gdzie o> uw. Mozemy wtedy wykresli¢ funkcje y(t) (patrz 
: z sebaem At Rys. 7. Graficz- 
ys. 7b), ktora w tym samym okresie zmieni swa wartos¢ ny opraz catki 
od 9? do uw. 

. 2Z warunku, ze bez wzgledu na rodzaj funkcji g(t) catka Sat eee ee 
] ™D zs 


: 4 gdt ma mie¢ wartos¢ stata, wynika w interpretacji geo- ~ cari s,= fprde 


o . ae 
metrycznej, iz zakreslona na rysunku powierzchnia S, pola ste Reng a 


‘ograniczonego osiami wspdirzednych (prosta tp= const u<o(n<¢ 
oraz krzywa p= =f(t) musi pozosta¢ niezmieniona bez 

-wzgledu na ksztalt i przebieg krzywej y=f(z). Postawione wyzej zagad- 
‘nienie sprowadza sie do odpowiedzi na pytanie: przy jakim ksztatcie 


dia | 
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krzywej y=f(t) powierzchnia S, pola ograniczonego krzywa y= f(t) bedzie 
najwieksza i przy jakim — najmniejsza. 
W odpowiedzi na to pytanie mozna postawi¢ teze ogolna, ktorq na- | 
stepnie udowodnimy, ze jeSli dla funkcji g(t), mogacej sie zmienia¢ 
™p ™) 

w granicachu<p<o@ | pdt = const, to y’dt osiaga swa wartosé najnizsza, 


: 0 0 4 | 
gdy w ciagu catego okresu od 0 do Tp funkcja y(t) ma wartoSs¢ stata, nato- 
miast osigga ona wartos¢ najwyzsza, gdy funkcja 9(t) przybiera jedynie 
swoje wartosci krancowe «i @ (patrz rys. 8 i 9). ‘> 


t ? 


Rys. 8. Ksztalt krzywej 
~y=f(t) w przypadku, 
kiedy przy 

*p 


S,= Hes =const; 


™> 


j g?dt ma wartos¢é 


najmniejsza 


Rys. 9. Ksztalt krzywej 
y=f(t) w przypadku 
yh przy 


Si= j ydt=const, 


ut 
Pp 
f g*dt ma wartos¢ 
0 
najwieksza 


Celem udowodnienia powyzsze] tezy zauwazmy, ze. w przypadku® 
pierwszym, tj. przy y=const, nasz uklad r6wnan ogdélnych (5.3) mozemy 
zastapi¢ odpowiednio uktadem: 


GTp=1 oraz Ptp=C?. (5. 4) } 


Zbadajmy teraz przypadek, gdy funkcja y(t) posiada wartosé stalq 
y na catym obszarze Tp z wyjatkiem drobnego okresu Ar, w ciagu ktérego 
-ma ona wartoS¢ 9; nieco wyzsza od 7, i z wyjatkiem drobnego okresu 


‘Tom TV — 1955 - Analiza pracy silnika trakcyjnego 


185 


At,, w ciagu ktorego ma ona wartos¢ @, nieco nizszq od » (patrz rys. 10). 


Bedziemy mieli wtedy nastepujacy uklad rownan: 
oe. + 9A. + p(T) — At, — At,) =1 
2At, + 92 At,+ ¢73(tp— At,— At.) =c? 
stad 
(9, — 9) At, —(~— 2) At. + GTp=1, 
(9? — y*) At, —(y?— 93) At. + y?tp=c’. 
Odejmujac stronami w obu uktadach réwnan (5.4) 
pierwsze i r6wnania drugie otrzymujemy 
(y,—9) 4t,—(9— 2) 4t%2=0, 
(gi—¢) At, —(¢°—9}) 4t,= Cc? , 
skad 
| (9-9) At; =(— 9) Ata, 
(92 — 9°) At, —-(9+ v2) (P— Go) Aty=e~ 2 


(5. 4a) 


(5.4a) réwnania 


Podstawiajac w drugim réwnaniu zamiast iloczynu(p—9,)AT, jego war- 


tosé z rownania pierwszego otrzymujemy 
(92-9?) At, —(9 + 92) (go) At —e ci, 
stad po wylaczeniu przed nawias 


%:—9) At [9+ 9)-(+9)]=C—e 
i po zredukowaniu 


(9:—P) (1 = 2) Ate = CO — Ch. 
_ Jednakze zgodnie z zalozeniem 
Po ee ¢ < 1 ’ 
wiec 
(91-9) (%1- 2) > 0, 

to znaczy 
s Se 

ezyli 

. c = | Cy | ? 


a poniewaz c > 0, zatem ostatecznie 


<C> ¢, (5. 5) 


pir) 


Rys. 10. Ksztalt ca- 


Tp P 
tek f pdt oraz f pdr, 


0 i) 
gdy funkcja (ct) 
przybiera nie tylko 

wartosé stata 


Z przeprowadzonej analizy wynika, ze jakakolwiek niestalog¢ funkcji 
g(t) powoduje, iz wspéiczynnik c uzyskuje wartos¢ wyzsza anizeli w przy- 
_padku ¢(t)=const; znaczy to, ze w przypadku¢(t)= const wspdlezynnik 


_¢ uzyskuje wartosé najnizsza. 
_Zbadajmy obecnie drugi przypadek krancowy. 


1 eel eee a 
. 


sa Oy Aly aworski 


Jesli funkcja w ciagu catego okresu tp przybiera wylacznie swoje 
skrajne wartoscio i #, bedziemy mieli ved Uklad rownan 
Qt +H = aie 3 


ot + (tp —1) =e 


6.6) | 


Natomiast w przypadku, kiedy funkcja przybiera swoje skrajne war- 
-toSci @ iu, w ciagu catego okresu  poza drobnymi okresami At, i dT», | 
-w ezasie kt6érych ma ona pewna wartos¢ posrednia ¢ (patrz rys. 11), 

bedziemy mieli: 
fo(t, —At,) + 9(At, + At.) + w(tp— tT — At.) = 1 
\0?(t, —At,) + y2%(At, + At.) + w(tp—1,—At)=c?. 
Odeimujac stronami odpowiednie rdwnania obu ukta- 
dow otrzymujemy 


ee — (Ar, + At.) + uAt,= 


oe? Ar, coh g(Ar, ae At.) + wAT. = cs —- c2 f 
skad 


ee Ary | . 
\(g? ~ p”) At, — (y?— p?) At, =ch— Cc’. 
Rugujae z obu rownan Art, otrzymujemy. 
(o?— 9) At, (0 +») (@— 9) At, =G ce"; 
(o— 9) At, [(0+9)—@+mM]=G—c?, 
(o— 9) (g—M) AT =Ch—C?, 


Poniewaz zgodnie z zalozeniem u <9 < @, wiec wy- | 
razenie po lewej stronie rownania ma wartos¢ dag See 
wobec czego 
Rys. 11. Ksztatt ca- ‘ > S 
zp t ; Ch Gay, 

tek fi gat oraz f pdt, czyli 

aay acorn p(t) ee Fe ee he 

ata noes Ale poniewaz c > 0, wiec ostatecznie 

wartosci “i @ eae C & (5.7) | 

_--‘Z przeprowadzonej analizy wynika, ze jeSli funkcja g(t) w ciagu do- — 
~ -wolnie krétkiego czasu przybiera jakakolwiek wartos¢ posredniq po- 
miedzy swymi wartosciami skrajnymi, to wspdtczynnik c ma wartos¢ 
mniejsza niz w przypadku, gdy funkcja 9(r) przybiera wylacznie swoje © 
__ skrajne wartogci. Oznacza to, ze wspdlezynnik c ma wartos¢ najwyzsza, 
jeSli funkeja (zt) przybiera wytacznie swoje skrajne wartosci. 
__W ten sposdb postawiona wyzej teza zostata udowodniona. 
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— £ as 


> 


Baézac oba wyniki przeprowadzone} analizy otrzymujemy ostatecznie 


> 2 \ 
; Cy C< Ly. 3 (5. 8) 
-| Wynik ten oznacza, ze wielkoS¢ wspdiczynnika c, ktory jest stosun- 


_ kiem pradu zastepcezego silnika do jego pradu Sredniego, jest ograniczona ~ 


_ z dwu stron, cezyli ze prad zastepcezy silnika zawiera sie takze w pewnych 
_granicach, ktore sa funkcja pradu Sredniego. 
- Obecnie na podstawie przeprowadzonej tezy obliczymy najnizsza i naj- 
wyzsza wartos¢ wspdiczynnika c. 
Z uktadu rownan (5.4) dla pierwszego przypadku granicznego, to jest 
dia y= const, rugujac m znajdujemy 
1 
sty ; , 
Natomiast z ukiadu rownan (5.6) dla drugiego przypadku granicznego; 
i kiedy funkcja y(t) przybiera jedynie swoje skrajne wartosci ji 0, bedziemy 


‘ mieli 3 (o ats M) T= = 1—UTp ; 
(9? — Ww?) T, =) — MT . 

Dzielac stronami réwnanie drugie przez pierwsze otrzymamy 
: : — Pt 
i . tt 
~ skad 
| c,=V (0+ f) (1— tp) + 1?tp 

i ostatecznie 


=eth, 


cS =o i—outp - eae (ie 8): 
? Jegli otrzymane obie wartosci wspélezynnika c stanowig jego war- 
_ tosci krafcowe, wtedy wspéitczynnik c zaleznie od ksztaitu y(t) moze przy- 
_bierae zgodnie z przeprowadzona wyzej teza wylacznie tylko takie war- 
_ tosci, kt6re zawarte sq miedzy obliczonymi wyzej granicami c, i ¢, 


OMT, - (5.11 


ae aay Vu tp 

_ W nieréwnosci tej zgodnie z powyzszymi zatozeniami: 

4 _ Iz jest stosunkiem pradu zastepczego silnika do jego pradu 

"Ig sredniego; ia 

_ Imax jest stosunkiem Hidwlexsze6 pradu silnika do jego pradu 

a ag Sredniego; 

re Imin jest stosunkiem najmniejszego pradu silnika do jego pradu 
Ig Sredniego; 

tp jest stosunkiem czasu biegu ‘silnika _pod pradem do catko- 

~~ witego czasu biegu silnika. 


(6.9) 
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Z wyprowadzonej nierownosci wynika, ze 
ye pun 
a= < VO p= Opty > 
: Tp 
Podnoszac obie strony nier6wnosci do kwadratu bedziemy mieli — 


1 
——— LOFT M— OUT . 
ty - 
Z nierdwnosci tej, okreslajacej wzajemng zaleznos¢ parametrow Tp, @ 1 p, 
mozemy znalezé z kolei granice, w jakich moze sie zawiera¢ czas wzgledny 
silnika pod pradem. W tym celu rozwiazujemy nierdwnosé wzgledem Tp 
Olt» — Oth tars 2 
: R tp 
ale tp > 0, wiec 
OT p(Utp—1)—(utp—1) <0, 
(ut—1) (otp—1) <9, 
skad 
1 1 
ee (5. 12) 
Q fe 
W przypadku «<1 nier6wnosé powyzsza musi byé uzupetniona nieréw- 
noscia dodatkowa : 
Pees ee (5. 13) 
Z ostatnich nieréwnosci wynika, ze znajac maksymalny, Sredni i mi- 
nimalny prad silnika mozemy okreSsli¢ granice, w jakich zawiera sie czas 
wzgledny biegu silnika pod pradem. Podstawiajac na @ i mw ich wartosci 
otrzymujemy 
le Tg, 
Be ee | (8. 14) 
max Tmin é 
Jesliby przy obliczaniu wspdlezynnika c czas wzgledny pracy silnika 
pod pradem tp nie mdgt byé zatozony nawet w granicach przyblizonych, 
nalezaloby ustali¢ dla wspdtczynnika c dalsze, najbardzie] krancowe 
granice, podstawiajac we wzorze na c odpowiednie skrajne wartoSsci dla 
Tp; przy tych skrajnych wartosciach mielibysmy 


Vu <cxVe, (5. 15) 
zas przy #4<1 dodatkowo: 
: et, (5. 16) 


haczac nierOwnosé (5.11) z nierOwnoscia (5,15) bedziemy mieli 


pes Pie ha OTT 
Vis pee Se Ve Ha Oita ee G.1e 
eee 


——-_ 
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Otrzymane skrajne wartosci wspétezynnika c silnik moze przybraé jedy- 
nie w tych przypadkach, kiedy przez caly okres pracy pracuje wylacznie 
przy pradzie minimalnym badz wytacznie przy maksymalnym. Ten ostatni 
przypadek bedzie miat miejsce wtedy, kiedy przy krétkich odlegtosciach 
silniki pracuja jedynie przy rozruchu oporowym badz takze boczniko- 
wym i tylko przy stalej Sredniej wartosci pradu rozruchowego. We wszyst- 
kich innych przypadkach, w ktorych silniki pracuja takze pradem mniej- 
szym od maksymalnego, wartos¢ wspdiczynnika c maleje i maleje tym 
wiecej, im diuzszy jest czas wzgledny pracy silnika pod pradem. 3 
Z przeprowadzonej wyzej tezy o maksymalnej i minimalnej wartosci 

calki oznaczonej 

"p 

f y?dt 

J a 
przy 


14 


uy 
4 gdt= const 
0 


mozna wyprowadzic dalszy wniosek ogdlny, ze z réznych rodzajoéw pracy 
silnika elektryeznego, pobierajacego w danym okresie pewng ilos¢ energii, 
ten rodzaj pracy wywota wieksze nagrzanie silnika, przy kt6rym prad 
silnika ulegat wiekszym wahaniom. Jesli-natomiast za podstawe pordw- 
nania wezmiemy nie te sama ilos¢ zuzytej energii, lecz to samo nagrzanie 
silnika, a wiec ten sam prad zastepcezy (np. maksymalnie dla danego silnika 
dopuszezalny), to powiemy, ze najwieksze wykorzystanie mocy silnika 
trakcyjnego uzyskamy wowezas, gdy przez dobdér odpowiednio duzej 
przektadni a zarazem odpowiednio silnego stopnia bocznikowania silnikow 
zdolamy w mozliwie najwiekszym stopniu zmniejszy¢ rozpietos¢ pradéw 
silnika, a wiec przede wszystkim — zmniejszy¢ jego prad rozruchowy. 

Jesli parametry nierdwnosci (5.11) zastapimy odpowiednimi stosun- 
kami pradéw, to otrzymamy 


A pee V Se San Cras ee 
= Sona ee oe a, 
* = Ig, le Ig Igy = 


stad : 
ve ESL a 
ve <I, < W Li leney: Tony) = Lenk Tynin Tp. (5. 18) 
- : 


Niech bedzie na przyklad Imax=400 A; I,,=220 A; Imin=100 A; tp=0,64 
— wtedy 
. 220 a uae Ry oe AER 
peels x y/220(400 +100) — 400.100.0,64 
0,64 . 


275 <I1,< 290. 


sk aes 


ate 


Wyprowadzone wyzej wzory (5. 11) i ‘6. 18) na diatvosee a 
wspotczynnika c wzglednie pradu zastepezego beda mialy wartosé ‘prak- 


tyezna, gdy rozpietos¢ miedzy wyprowadzonymi granicami nie ‘bedzie 
zbyt wielka. Zbadajmy stosunek rdéznicy obu granic do granicy dolnej 


< 


Pat Wika ptteel 9s Vtp(0 + = Opt») —1. 
(aie OR Cy aH. 


Rozpatrywany stosunek bedzie miat wartoS¢ najwieksza, gdy wyrazenie | 
podpierwiastkowe osiagnie swoje maksimum. Dla znalezienia odpowied- 
niej wartosci tp przyrownajmy do zera pochodna wyrazenia podpierwiast- : 
kowego wzgledem Tp ; 
ee 

Cy se 


des =o+ k— 2optp=0, : D 


ay stad - 


ry ie , . : 
p= LBs ieee fe = = ; . ~ (5.19) © 

~ 20" 2 Q bb i - a 
Poprzednio stwierdzilismy, ze graniczne wartosci, jakie moze mie¢ Tp, sa 
~~ 1 -—.Otrzymany wynik mdwi wiec, ze najwieksza rozpietos¢ miedzy — 
Q Ue : B z 
granicami wspdéiczynnika c bedziemy mieli wtedy, kiedy ty bedzie mialo — 


_wartos¢e srednia miedzy swymi granicami, to jest gdy Ea Be 


ee Tp tT py . : ~ / 
2k 5 


ake" Obliczymy te najwieksza aes granic wspotczynnika ec w jej stosun- 
- kowej wartosci ; 


> « 


/ 


y= (2 = EE (eu oy EEE) = ; (5..20) | 
; 


(Cy 2ou Zou] 2Vou 

~ Oznacza to, ze najwieksza wartos¢ stosunku obu granic wspdiczynnika — 

_ ¢€ réwna sie stosunkowi Sredniej arytmetycznej granicznych wartosci do — 

ich §Sredniej geometrycznej. Stosunek ten mozna przedstawi¢ jeszcze’ 
w postaci . | 


po tte *(y/e. \V/“)- ily 4 
} 2 Vou 2. yu rr C yas} ; (5. 21) : 


je ie tae aa eae 
f&- Tin 


' 1-oznacza rozpietos¢ pradéw silnika. 


~ 
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ee — wart 


bo: Jak:z powyiszego wzoru wynika, maksymalna rozpietos¢ granic wspol- 
ezynnika ¢c jest funkcja jedynie rozpietosci pradow silnika. Ta ostatnia 

waha sie zwykle w granicach od 3 do 6, przy czym jest tym mniejsza, 
“im nizszy jest prad rozruchowy, a wiec im wyzszqa zastosowano prze- 
-Kiadnie silnika i wyzszy stopien ostabienia pola; bedzie ona z reguly 
wyzsza w silnikach jednostek podmiejskich niz w silnikach lokomotyw 
‘i wyzsza przy prowadzeniu pociagdw pasazerskich niz towarowych. 
‘W tablicy 2 podano dla réznych rozpietosci pradéw silnika rozpietosé 
maksymalna (y) i Srednia (j/ y) granic wspélezynnika c. 


Tablica 2 
| ae Seam sony ees ip 
wo | 2,0 | 2,5 | 3,0 | 38. 4,0 | 45 | 5,0. | 5,5 | 6 6,0. | (65 | 750 
eae nee 
y 1,060 | 1.107| 1,155) 1 203 | 1,25 1,301} 1,840} 1,585 | 1,428 | 1,470 1,510 
Vy | 1,029 1,051| 1,073 1,093 | 1,12 | 1,14 | 1,158] 1,177) fan 1,212| 1,229 


Decydujacy wplyw na wielkosS¢ wspdiczynnika c i obie jego granice - 
‘¢, ic, ma dtugosé ezasu wzglednego t, pracy silnika. Im dluzej biegnie 
silnik pod pradem, tym mniejszy bedzie jego prad zastepczy w stosunku 
do Sredniego, a wiec przy tym samym zuzyciu energii tym mniej sie na- 
grzeje, albo — inaczej] méwiac — przy tym samym nagrzaniu sie silnika, 
tym wieksza wykona on prace, czyli tym lepiej bedzie wykorzystany. Aby 
tabor elektryczny mogi by¢ w petni wykorzystany, ten wazny wniosek, 
wyplywajacy z teorii pracy silnika trakcyjnego, powinien byé uwzgled- 
niony tak w przejazdach analitycznych, wykonywanych przy projekto- 
waniu kolei elektrycznych, jak tez nastepnie przy ich eksploatacji. 

Charakter zmiany dolnej i gornej granicy wspdiczynnika c w funkcji 
ezasu wzglednego pracy silnika przedstawiono w postaci wykresu na 
rys. 12 z krzywa ¢,=f(tp») oraz z pekami krzywych c,=f(tp) dla wartosci 


Imax. 
I Sr 


zmieniajacych sie w granicach od 1,5 do 4 i dla wartoSci 


Os 


min 

w granicach od 2 do 6. Wykres ten zastapi¢ moze analityczne obliczenie 
granic wspdiczynnika c. I tak na przyktad: jesli Imax=400 A, I,,=200 A, 
Imin=100 A oraz tp=0,6 z wykresu dla e=2 i w=4 odcezytujemy 
1,29< ¢ < 1,38, prad zastepcezy silnika zaS bedzie sie zawieral w grani- 
cach: 258 A<I,< 276 A, 

Podana wyzej metoda okreslania granic wspélczynnika c_za pomoca 
wzoru (5.11) lub wykresu z rys. 12 pozwala z dostateczna doktadnoscig 


x 
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okreélié granice pradu zastepczego silnika pod warunkiem, ze znany jest 
wzglednie moze by¢ wystarcezajaco Scisle okreslony czas wzgledny pracy 
silnika tp. Ten czas, zmieniajacy sie zaleznie od warunkéw pracy loko- 


1 a 
motywy i sposobu jazdy w granicach od -— i —., przybiera wartosci dla 


Q u 
pociagéw podmiejskich i osobowych w granicach od okoto 0,3 do okolo 0,6, 
przy czym czas ten jest tym krétszy, im krdtsze sq odlegtosci miedzy- 
przystankowe. Dla pociag6w pospiesznych i towarowych bezposrednich 


02 Q4 06 06 10% 
Rys. 12. Zaleznogci maksymalnej i minimalnej wartosc — 
: : Is pore © 
wpotezynnika c= ii od wzglednego czasu pracy silnika 

sr » 


Imax 


tp pe ae i 
Pos przy rdéznych -wartoSciach parametr6w o= hai 
; Srl 
Imax 


oraz w= 3 
zmienia sie on w granicach od okoto 0,6 do okoto 0,8, przy czym dla danej 
lokomotywy i przy tej samej szybkosci technicznej maleje ze wzrostem 
nier6wnomiernosci profilu linii i ze wzrostem ciezaru pociagu. Jednakze 
najwiekszy wpltyw na diugos¢ czasu wzglednego tp ma sposob jazdy zasto- 
sowany przez maszyniste; te sama szybkoS¢ techniczna moze on bowiem ~ 
uzyskaé zazwyczaj r6znymi sposobami, przy czym im ta jazda przez wia- 
-ezanie i wylaczanie pradu bedzie bardziej ,,pitowana‘‘, tym krdétszy bedzie 
ezas pracy silnika pod pradem, tym silniej bedzie sie on nagrzewat. 
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_ Wielkosé wzglednego czasu biegu silnika pod pradem, ktéra w prze- 
ciethych warunkach waha sie w granicach od 0,5 do 0,75, moze byé przed- 
stawiona r6wnaniem 


1 1 1 
Tp +9 ) (5. 23) 
Q \ Q 
przy czym wspodltczynnik m mozna przyjac orientacyjnie: 
a) dla odlegtosci miedzyprzystankowych L<6 km 
y=0,05L, * "(6.24) 
gdzie L — w km; 
b) dla odlegloSci miedzyprzystankowych L>6 km 
g=0,2+0,64, (5. 25) 
gdzie A— stosunek drogi na profilu tagodnym do catej drogi po- 
ciagu, przy czym za linie o profilu lagodnym mozna uwazaé takie 
linie, ktorych wzniesienia i spadki nie przekraczaja ponizszych 


wartoSsci: 
dla pociag6w towarowych lt] 3°/o0 
# > pospiesznych |¢]  6°/o0 
A Ps osobowych |i] 9°/oo 
3 e jednostkowych [4] 12°/o0 


W najgorszych warunkach pracy silnikow trakcyjnych (male odlegtosci 
miedzyprzystankowe, bardzo zmienny profil linii, nieumiejetne prowa- 
dzenie pociagu), w wyniku ktdérych sa one obciagzane jedynie pradem 
maksymalnym a poza mt werent, wspotezynnik c osiaga swa wartos¢ 


maksymalna 
: is ; (5. 26) 
zas prad zastepcezy silnika 
Tz max=V Imax’ Isr , (5. 26a) 
gdzie I, jest pradem Srednim silnika ze wzoru 
ao a (5. 27) 
mU 


sdzie V — szybkoS¢ Srednia pociagu w km/godz, 
G — ciezar catkowity pociagu w tonach, 
U — napiecie na zaciskach silnika w V, 
m — ilosé silnik6w lokomotywy, ' 
jo — jednostkowe pozorne zuzycie energii obliczone dla najgor- 
szych warunkow pracy silnika trakcyjnego. 
W przypadku gdy rozpietos¢ miedzy granicami wspdliczynnika c jest 
ak duza, ze zachodzi: trudnos¢ jego wyboru, nalezy obliczyé wzgledny 
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77, = 


fis cnet ZAaZWYCZa] okres ee przy ezym pod ‘pden Po rZy 
rozruchu oporowym nalezy rozumie¢ nie maksymalna, lecz $redniq war- 
tosé pradu rozruchowego oraz czas “pracy przy pokonywaniu wzniesien 
_ miarodajnych dla danego pociagu. Wtedy wielkos¢ wspdliczynnika c mozna 
okregli¢é w przyblizeniu wediug nastepusace#o wzoru 


c= Ln+e- ~ pi) (0% —1) te] » ‘ | (5. 28) 


‘Wz6r (5.28) zostat wyprowadzony ze wzordw (5.26) przy zatozeniu zalez- 
nosci liniowej miedzy kwadratem wspétczynnika c i czasem wzglednym T,; 
~ S. t I 
Cc ar y (eae c?) io : 2 (5. 29) 
iste 


Mimo ze zatozenie to nie odpowiada Scisle istotnemu stanowi rzeczy, 
wynik opartego na nim obliczenia poli: sie praktycznie z rzeczy- 
wistoscia. 

Jesli na przyktad w poder wyzej przyktadzie obliczymy dodatkowo, 
ze czas wzgledny rozruchu pradem maksymalnym wynosi 0,1, za$ czas 
pokonywania wzniesienia miarodajnego 0,15, to wielkoS¢ wspdtezynnika 
c wedtug wzoru (5.28) wyniesie ~ 


| = 1+(2~0,5) (2.0,6—1) 0,25 = 


-/ — (1+0,0075) =1,34, ae 
0,6 : 


zas prad zastepczy bedzie 
* I,=clg= 1,34.200=298 A. 


Jak wynika ze wzoru (4. 11), wielkos¢ wspélezynnika c wypada Zawsze 
wieksza od jego dolnej granicy c,.Poza tym wielkos¢ ta powinna wypasé 
nie wieksza niz wartos¢ granicy gérnej c,; odwrotny wynik bytby dowo- 
dem, ze catkowity czas wzgledny Tp biegu silnika obeiaconses przyjeto za 
duzy. Czas bowiem musi spetnia¢ warunek 


1 : . 
Tp << (1 =(e=p) Te] ’ (5. 30) 
| M ere 
 -przy ezym znak réwnosci w tym wzorze odpowiada przypadkowi gra- 


a nicznemu, kiedy silnik pobiera jedynie prad najwiekszy i nal 
- i kiedy c réwna sie c,. 
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- Obliezenie ezasu stosowania najwiekszego pradu silnika nie nastrecza 
adnych trudnosci. Czas rozruchu oporowego obliczamy zaktadajac i obli- 
Zajac stale przysSpieszenie agrozruchu; wtedy czas rozruchu tr w sekun- 
ach bedzie 


(Sree ? (5. 31) 


dzie Vr jest szybkoscia pociagu przy koncu rozruchu oporowego — 
-km/godz. W silnikach boeznikowanych prad maksymalny moze byé sto- 
ywany az do chwili osiagniecia najwiekszego stopnia ostabienia pola 
townego silnikéw, po czym prad spada ze wzrostem szybkoSsci pociagu az 
o chwili osiagniecia szybkosci ustalonej. W tych warunkach czas calko- 
itego rozruchu tr mozna przyja¢ w.przyblizeniu rowny 


se Sainte (5. 31a) 
3,6aR -W 
dzie w jest stopniem wzbudzenia silnikéw przy pradzie maksymalnym, 
ozostale zaS parametry — jak we wzorze poprzednim. Natomiast czas 
otrzebny na przebycie wzniesien miarodajnych ® obliczamy przy zato- 
sniu stalej szybkosci V; ,kt6rej wielkos¢ wynika z charakterystyki V=f(I) 
la I=Inax; wtedy czas ten t w sekundach bedzie 


6S; 
ee (5. 32) 
Vi . 
dzie S; jest ogolna dilugoscia wzniesien miarodajnych na badanej odle- 


losci miedzyprzystankowej — w metrach, oraz V; — szybkoscig ustalona 


ociagu na wzniesieniu miarodajnym — w km/godz. Catkowity czas 
zgledny t, stosowania pradu maksymalnego bedzie: 
et 32 OF (5. 33) 
dy 


dzie T jest czasem catkowitym, potrzebnym na przebycie danej odle- 
losci miedzyprzystankowej — w sekundach. 

Wielkosé wspdéliczynnika c, a tym samym i prad zastepezy silnika mozna 
az obliczy¢, wychodzac z zatozenia wynikajacego z nastepujacej analizy: 
_ JeSli pewien przebieg obciazenia w funkcji czasu wzglednego y=f(r) 
porzadkujemy w czasie pod wzgledem wielkosci funkcji g tworzac tzw. 
Be roweny wykres SL estar a -wtedy wielkos¢é calki oznaczone] 


fra 


3 ® Do wzniesien miarodajnych nalezy tu zaliczyé wszystkie odcinki trasy o takim 
rofilu, ktory wymaga uzycia maksymalnego pradu silnika przy biegu pociagu 
eyhivoseia ustalona. 


zy 
;. 


* a . : - 
Mr. eat ik 
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oe 
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nie ulegnie zmianie. Charakter takiego uporzadkowanego wykresu przed- 
stawiono na rys. 13. W pierwszym okresie t, funkcja y ma wartos¢ stata, 
maksymalna e, po czym gwaltownie maleje osiagajac przy koncu okresu_ Tt 
(wzglednie przed koncem tego okresu) wartos¢ minimalna mu. Ksztalt 
krzywej y=f(t) w drugiej czesci okresu tp zalezy od wielu czynnikow, 
jak: ciezar pociagu, profil linii, sposéb jazdy itd. Ksztatt tej krzywej 
zwiazany jest jedynie zawsze warunkiem oczywistym 


T. 


A f ¢dt=1—et%. (5. 34 


p 
Poza tym. przedstawiona na rys.-13 krzywa ma tak typow 


Tg) Ae . anes +. : : 
charakter, iz mozna przyja¢ w przyblizeniu, ze w obszarz 
od t, do tp przedstawia nastepujaca funkcje: 

5 
g=a+b(tp—T)*. (5.35) 
"9 1p 


 Rys. 13. Upo- 4 warunkow krancowych 9(t%)=e i 9(tp)=, znajdujem 


rzadkowany wy- 

kres obciazenia Bh yas 
silnika trakeyj- oraz 

nego w funkcji 


ezasu wzgledne- bez o— yb 
go pracy silnika See rie 
y=f(t) gdzie (Tp — Tt) 


p= = oraz Podstawiajac te wartosci do réwnania (5.35) otrzymamy 
t s 

rE gat (ay—ak, (5.36 
Ci) 

Jesli wartos¢ funkcji p w obszarze od t, do tp oraz wartos¢ p=@ w ob- 
szarze od 0 do t, podstawimy do ogélnego ukiadu naszych réwnan (5.3), 


otrzymamy 
il Ge es isles (2) dt=1—ot, 
(Tp —To)* 


pes 2 
[et oto dt=c?—@7t. 
DPB 


@ 


craz 


Catkujac i rozwiqzujac powyzszy ukiad rownan wzgledem k i c znaj jdziemy 
(po wykonaniu dos¢ skomplikowanych przerobek): 


—l 
Bre ee ates a tON ce 
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oraz ms (0— #) 1 — ot) + uot» — 1) e Ba 
: Ve Be iG a teset ee 1). (5. 37) 


| Jak wynika z zestawienia w tablicy 3, wartos¢ wspdtczynnika c, obli- 
zona przyktadowo dla réznych wartosci parametréw @, f, typ i t, wedlug 
wzoru (5.37), daje wartosci zblizone do obliczonych na podstawie poda- 
nego wyzej prostszego wzoru (5.28). Poniewaz zaS w obu przypadkach 
abliczenie wielkosci c uwazaé nalezy jedyniie za przyblizone, gdyz Scistosé 
bliczenia zalezy przede wszystkim od trudnego doboru odpowiedniej 
wielkoSci parametru Tp, to jest wzglednego czasu pracy silnika pod pra- 
lem, wydaje sie stuszniejsze okreslanie wielkoéci pradu zastepczego na 
oodstawie wspdiczynnika c za pomoca wzoru prostszego, jakim jest podany 
uprzednio wzor (5.28). 


Tabilireans 
c € 

Q iy tp Te — - s 

weg (5.37) weg (5.28) /o 
3 0,5 0,5 0,1 1,53 1,50 —1,98 
3: 0,5 0,5 0,2 St eal 1,58 — 
3 1,0 0,4 Ore 1,61 1,61 = 
3 1,0 0,4 0,2 26355) 1,64 +0,61 
2 0,5 0,8 (Naas 1,23 1,99, —0,81 
2 0,5 0,8 0,3 1,26 1,26 ~ 


Wartos¢ wspdiczynnika c a z nim i pradu zastepczego, obliczona po- 
Jana tu metoda, zalezy w znacznej mierze od przyjetej wielkogci czasu 
wzglednego tp, rosnac szybko ze spadkiem tego parametru. Wynikajaca 
stad pewna fakultatywnos¢ wynikow obliczen pradu zastepczego moze 
stanowi¢ wystarcezajace uzasadnienie zarzutu matej praktycznej wartoSsci 
metody obliczania a priori wielkosci pradu zastepczego, jesli te wielkos¢ 
miatoby sie sprawdzac nastepnie ex post na drodze przejazdu analitycz- 
nego. Zauwazmy jednak, ze zarzut taki dotyczytby nie tyle podanej me- 
tody obliczania pradu zastepczego, ile samej zasady sprawdzania mocy 
silnika wielkoscia pradu zastepczego. WiaSnie wielkos¢ pradu zastepczego 
jest fakultatywnym wynikiem sposobu prowadzenia pociagu, jest wyni- 
kiem tego czy przez jazde ,,pitowana‘‘ wiaczaniem i wylaczaniem silnika 
skraca sie czas wzgledny pracy silnika pod pradem, czy tez przez utrzy- 
mywanie ustalonej szybkosci pociagu czas ten odpowiednio sie wydluza. 
Sprawdzenie mocy silnika trakcyjnego ex post przez obliczenie pradu za- 
stepezego nie jest sprawdzeniem wystarczajacym nie tylko ze specjalnych 
powodéw zwigzanych z nagrzewaniem sie silnika, lecz przede wszystkim 
dlatego, ze opiera sie na z géry zalozonym, wybranym sposobie prowa- 


‘ 
4 


yee Aes 


‘trudniejszych warunkéw pracy elektrowozu, w szczegdlnosci na najkrot-_ 


znamionowa lokomotywy, przyjmowana dotychezas przez projektujacegay 


_ ciagia i moc godzinna. Jako wielkosci te podaje sie zwykle odpowiedniag ji 


OLIN GY 


ee a ern ee | 


we. 
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dzenia pociagu. Nalezy oczekiwa¢, ze przejazd analityezny potwierdzi 
jedynie wyniki otrzymane poprzednio powyzsza metoda, jesli tylko w wy-" : 
niku tego przejazdu uzyskana bedzie ta sama-wielkosé parametrow, jaka | 
w tej metodzie zostala zatozona w celu analitycznego obliczenia pradu Zaq} 
stepczego, i z tego wzgledu wykonywanie przejazdu analitycznego jedynie ; 
dla sprawdzenia pradu zastepczego wydaje sie zbedne. 

Sprawdzanie nagrzewania sie silnika metoda pradu zastepezego jest | 
poza tym niewystarczajace, a to z tego powodu, ze cho¢é znamionowy prad 
ciagly silnika nie bedzie mniejszy niz prad zastepcezy, obliczony dla naj- | 


szej odlegtosci miedzyprzystankowej w ruchu podmiejskim lub na odcinku’ : 
o najciezszym profilu — dla ciezkiego pociagu towarowego, to jednak 
moze sie okazaé, ze w pewnym punkcie drogi, przy koncu rozruchu — 
w pierwszym przypadku i na szczycie wzniesienla — w drugim, tempe- 
ratura silnikéw przekroczy temperature dopuszczalna. I dlatego jedynym | 
pewnym sprawdzianem nagrzewania sie silnikéw trakcyjnych jest zba- 
danie przebiegu ith tempratury w funkcji drogi pociagu. Natomiast zna- 
ezenie obliczonego analitycznie pradu zastepczego polega na tym, ze po- 
zwala obliczyé w przyblizeniu potrzebna dla zalozonych warunkéw moc) 


»ha wyczucie“, jesli nie ,,na ce 
— 


6. OBLICZENIE MOCY ELEKTROWOZU 


Moc znamionowa elektrowozu charakteryzuja dwie wielkoSci: moc 


wielokrotnosé ciagtej badz godzinnej mocy silnikéw trakcyjnych, a wiec 
moc mierzona nie na obwodzie kdétI pednych elektrowozu, lecz na wale 
silnikow. | 
Stosunek mocy godzinnej silnika trakcyjnego do see0 mocy ciaglej. 
jest zalezny od systemu i stopnia chtodzenia silnika; im ten stosunek jest 
nizszy, a wiec blizszy jednosci, tym lepsze jest chlodzenie silnika. Jesli 
stosunek ten oznaczymy przez dg, to dla poszezegolInych rodzajow silnikow 
bedziemy mieli: | 
silniki przewietrzane sztucznie: ag=1,05 +-1,20, ; 

» | Ssamoprzewietrzane dg= 1,25. abe | 

Stosunek @g moze by¢ podstawa do obliczania statej] czasu T silnika 
przy jego mocy godzinnej. 7 
Dwie inne wielkosci charakteryzuja wielko$é i rodzaj obciazenia elek- 
trowozu wzglednie jego silnikéw: moc Srednia i moc zastepeza. Ps 


 Pordownaj [5] str. 155. 


— 


tym przy prawie statych wartosciach napiecia silnika i jego sprawnosci 
odpowiadaja: prad ésredni I g i prad zastepcezy Iz, ktoérych znaczenie 
i wzajemny stosunek wyjaSsnione zostaly w poprzednim rozdziale. 

| Moe gredniq elektrowozu mozna tatwo obliczyé majac ciezar catego 
pociagu, jego srednia szybkosé i jednostkowe zuzycie energii na podstawie 
wZzoru’ 


Nz 25 a (6. 1) 
~ = 1900 
gdzie : 
N,, — moc srednia elektrowozu w kW, 
+ — jednostkowe pozorne zuzycie energii w Wh/tkm, 
G — ciezar pociaggu wraz z lokomotywa — w tonach, 
V_ — szybkosé Srednia pociagu w km/godz, przy ezym pod szyb- 


koscia Srednia rozumie¢ nalezy przy sztucznym przewietrza- 
niu silnikéw trakcyjnych stosunek drogi pociagu do czasu 
liczonego z calym czasem postojow na przystankach, a wiec 


szybkos¢ handlowa, zaS przy wlasnym chtodzeniu silnikow —_ 


stosunek drogi pociagu do czasu jego biegu zwiekszonego 
o potowe czasu postojow na przystankach. 
Poniewaz zaS moc zastepeza elektrowozu jest zwiagzana Zz jego moca 
Srednia stosunkiem 


ree EA ta (6. 2) 


ktérego wielkosé, jak wynika z poprzedniej analizy, daje sie obliczyé 
Z wystarezajaca technicznie doktadnoscia, wiec przyjmujac znamionowa 
moc ciagtg lokomotywy przy -petnym wykorzystaniu silnikow réwna 
w przyblizeniu mocy zastepczej otrzymamy 


; 


ibVG 
Nz~ cNg, wS be eee 


: ; ~ (6. 3) 
~ 1000 ~ 


Moc ta mierzona jest na wale silnikow lub tez na ich zaciskach zaleznie 
od tego, jak liczono jednostkowe zuzycie energii. : 

_ We wspomnianej wyzej pracy autora -obliczono podana przez niego 
metoda analityeznq jednostkowe, tak zwane pozorne zuzycie energii przy 
prowadzeniu lokomotywa uniwersalna typu BB wymienionych w tablicy 4 
rodzajéw pociagéw dla zatozonych z géry warunkéw pracy lokomotywy 
(patrz tablica) i otrzymano wyniki, zestawione w ostatniej rubryce tej 
tablicy. 
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Tablica 4 - 
Ciezar | Srednia Szybkosé~w km/godz. rae 
ee ve A odlegiogé}——S«|| ; Zuzycie 
odzaj pociagu : konca 
miedzy- pocz pozorne 
pociagu w ton- | przyst. | maks. | techn. | handl. s TOZ- | w Wh/tkm |_ 
nach w km cecal rg cto 55 
G io | Vu | Vt | Vh Vu | VR | j | 
Pospieszny 600 35 120 95 85 80 45 18,11 
Osobowy 450 6 100 70 55 70 45 26,54 
Towarowy 1800 — 45 70 55 50 45 45 10,57 


Sprobujemy obecnie dla zatozonych uprzednio (patrz tablica) warun- | 
kéw pracy lokomotywy obliczyé jej znamionowa moc ciagiq. Nalezy tu — 
podkresli¢, ze parametry przyjete przy obliczaniu normalnego jednostko- _ 
wego zuzycia energii nie uwzgledniaty zadnego pogorszenia warunkow | 
pracy lokomotywy, wobec czego oczekiwaé nalezy odpowiednio niskich : 
wartosci mocy lokomotywy, obliczonej na podstawie tych tagodnych wa- | 
runkow. W celu wykorzystania wzoru (6.3) pozostaje obecnie obligzenie _ 
dla kazdego rodzaju pociagu wielkosci wspdtezynnika c. Granice, w jakich 
moze sie zmienia¢ ta wielkos¢c, ustala wzoér (5.11) 


ae eee 
y <KO<VO+U—QMty « 
p 


Dla znalezienia parametrow @ i mw obliczymy najwiekszy, Sredni i naj- 
mniejszy prad silnika lokomotywy przy prowadzeniu przez nia kazdego | 
rodzaju pociagu. - | 
Najwiekszego pradu silnika nalezy oczekiwa¢ przy rozruchu. | 
Prad ten obliczymy ze wzoru 


ea FrVr (6.4) 
: 0,367mU Hz | 
gdzie 
Fr — sila rozruchowa lokomotywy w tonach, 
Vr — szybkos¢ przy koncu rozruchu oporowego w km/godz, 
m -— ilos¢ silnikéw lokomotywy, 
U — napiecie na zaciskach silnika — w woltach, 
n — Srednia sprawnosé silnikéw, 
Hz — Srednia sprawnos¢ przekladni. 


Zakladajac ze wzgladu na przyczepnos¢é te sama Srednig sile rozruchowa © 

lokomotywy w wysokoéci 20°/o ciezaru lokomotywy dla wszystkich rodza- 

jow pociagéw, otrzymamy ten sam prad rozruchowy w wysokoSsci 
0-2-90-45 

0,367 -4-1500-0;9-0,97 


In= 


=421A. 


as Geant 2 ep di ald i ota em 
~ a : 
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‘Najnizszy prad rozruchowy bedzie miata lokomotywa przy najwyzszej 
szybkosci pociagu. Zalozymy, ze przetozenie przekladni lokomotywy 
i stopien wzbudzenia silnikow zostana tak dobrane, ze pociag bedzie mogt 
byé prowadzony z szybkoscia ustalona, rowna dopuszczalnej dla danego 
rodzaju pociagu szybkosci maksymalnej; przy takim zatozeniu sila loko- 
motywy przy szybkosci maksymalnej bedzie rowna oporom ruchu pociagu 


Trzeba tu zauwazyé, ze lokomotywa elektryczna, szczegdlnie zas loko- 
motywa typu uniwersalnego, bedzie rozporzadzata kilkoma réznymi cha- 
-rakterystykami trakcyjnymi'o wzbudzeniu wyzszym niz odpowiadajace 
przy biegu ustalonym szybkosci maksymalnej pociagu, przy wykorzystaniu 
kt6rych mozliwe beda takze szybkosci ustalone nizsze niz maksymalne, 
a wiec wymagajace pradu nizszego niz przyjeto w powyzszym zatozeniu. 
Jednakze zaktadajac jazde o.najwyzszej szybkosci przyjmujemy tym 
samym jazde czesciowo z rozbiegu az do poczatkowej szybkosci hamo- 
wania, a wiec warunki pracy silnika mniej korzystne, niz przy zalozeniu 
Sredniej state] szybkosci 0 wartoSci nizszej niz dopuszczalna maksymalna. 
Wprawdzie zakltadajac nizsza szybkos¢ maksymalng otrzymalibysSmy 
mniejszy prad minimalny, a wiec i mniejsza wartos¢ wspdlczynnikay , 
co wplywa na podwyzszenie gérnej granicy wspdiczynnika « (patrz 
wzor 5.11), jednoczesnie jednak duzo wiekszy w tym przypadku czas 
wzgledny jazdy pod pradem w znacznie wyzszym stopniu wplywa na 
obnizenie wartosci obu granic wspdliczynnika c. 

Przy powyzszym zatozeniu prad szybkosci ustalonej pociagu wyniesie: 


ot RuVu ta RuVm RuVu 
pe = ee as 


0,367mUnn,  367-4-1,5-0,9-0,97. 1923 


i Vv \2 
Ru=Gry=G | 2+ —(— )|- 
fan ewe | aera 


? 


gdzie 


| Przy zrobionych wyzej zatozeniach otrzymamy: 
a) dla pociagu pospiesznego przy G=600+90=690 t 
i Vm=120 km/godz. cat 


2 
Rm=690 ere |=690 -5,6=3860 kg, 
40 \ 10 
ee 3860 - 120 241 A: 
1923 


) dla pociagu ae ee przy G= -500-+90= 590 {5 


i Vu=100 km/godz. | Hod ‘ 


= R 2 
Rm =500 24 1 100 (10\"| 550. 4.52060 hg, 
40 10 \10 
[PSO 0D ie, Rae 
1923 | 


| c) dla pociagu towarowego przy G*=1800+90=1890 t 
i Vu=70 km/godz. : 


"yn \2 
Ru= 1890/24 | ip’) | 71890" 82256100 ke 
. 40 \ 10 : im 


PRON v: : ~ is 
1923 


Prad Sredni silnika obliczamy wedlug wzoru - 


(6.5) # 

‘ i 

oh gdzie jo jest jednostkowym, ‘pozornym zuzyciem energii mierzonym na | 

___ zaciskach silnika (na pantografie), zas V — szybkoscia handlowa pociagu oh 
3 Majac najwiekszy, najmniejszy i Sredni prad silnika obliczymy z kolei 

wielkogé parametrow @ i « ze wzoréw: ; . Ms ' 

2 Iy Im 


o= oraz w=. 
Tg Ty, 


Otrzymamy: 
sere a dla pociagu pospiesznego przy j,=18,11 Wh/tkm i v= 85 km/godz. — 


= 18:11:85 -690__ soz. ; 
4.1500 


in =2,38; (eae Saikano 
177 177 


en haley tu podkresli¢, ze wystepujaca we wzorze (6.5) iclicnst jo moze hot 4 
AES obliczana analitycznie metoda [4], jeSli Srednia wartosé pradu rozruchowego silniko6w 
_ jest w przyblizeniu stata przy wszystkich rodzajach ich potgezen, to maczy w ciagu 
_ catego okresu rozruchu; w przeciwnym przypadku wielkosé wystepujacego wo Ee ‘ 
dzie [4] wspotezynnika s« musi byé osobno obliczona. + 


as 
% 

; a te f “ens a eee ore 
i . = ladle Bue So a ine aa 
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b) dla pociagu osobowego przy jy= 26,54 Wh/tkm i V=55 km/godz. 


Ft 3 Ig == 26:84 98-590 yy a 
die 4-1500 
: ee gd FO. on 
14 144 


c) dla pociagu towarowego przy j,= 10,57 Wh/tkm i V=50 km/godz. 
10,57 - 50-1890 


ig= : =167A; 
4-1500 
BeBe singe tj ee 93 
167 167 


Jak to wynika ze wzoru (5.12), czas wzgledny tp, waha sie dla kazdego 


_ rodzaju pociagu miedzy liczbami aes =. Biorac pod uwage te granice i wa- 
. 4 
runki pracy lokomotywy z poszezegéinymi rodzaj jami pociag6w mozemy 
przyja¢ w przyblizeniu: 

a) dla pociagu pospiesznego — ze wzgledu ‘na duza odlegtos¢ miedzy- 
przystankowg i tagodny profil linii magistralnej tp =0,65, 

b) dla pociagu osobowego — ze wzgledu na stosunkowo mata odlegtos¢é 
miedzyprzystankowa, lecz i malty ciezar pociagu przy tagodnym 
profilu T)=0,55. 

c) dla pociagu towarowego — ze wzgledu na duza odlegtos¢ miedzy- 
przystankowa, lecz duzy ciezar, na ktéry bedzie juz znacznie wply- 
wat profil linii t)=0,6. 

Wzgledny czas pracy silnika pod pradem mozemy tez obliczyé ze wzoru 

przyblizonego (5.23) 
= 1 +0(- 1 ) 
0 fh 


S 


| Dla poszezegéInych rodzajow pociagu otrzymamy: 
a) pospieszny 


oe 2 I 
Tp= 2,38 +0/ 1,36 2,38 - 0,42 + »(0,736 —0,42) , é 
b) osobowy 
T= aes +9 ees =f oa =0,34+ (1,04 —0,34), 
2,94 0,962 2,94 


c) towarowy 

; 1 1 
er = 

Po 9 50: o| 1,33 2,50 


-) =0,40+-9(0,75 —0,40) 


eee ee Te 
=" 
ay 
ae 
ey 
: ; 
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Obliczajac ze wzoru (5.24) wartos¢ wspdélczynnika pm dla pociagu oso- 
bowego, zaS dla pozostatych pociagéw ze wzoru (5.25) i zakladajac, ze 
elektryfikowang linie magistralna charakteryzuje profil lagodny, nie 
przekraczajacy 6%0, przy ezym wzniesienia i spadki powyzej 3°/o0 wyste- 
stepuja na 30°/o diugosci linii, otrzymamy: 

a) pospieszny 


g=0,2+0,6-1=0,8; Tp = 0,42 + 0,8 - 0,316=0,673 ; ° 
b) osobowy 
p=0,05-6=0,3; Tp» = 0,34 +0,3 -0,70=0,55 ; 


c) towarowy 
y=0,2+0,6 -0,7=0,62 ; Tp = 0,40 + 0,62 -0,35=0,617. 
Otrzymane wartosci tp niewiele rézniqa sie od poprzednio zalozonych. 


Przy powyzszych wartosciach Tp ze wzordw (5.11) i (5.18) otrzymamy 
nastepujace granice wspdliczynnika c i pradu zastepczego: 
& 


a) pospieszny: 1,22<c< 1,25; 216.12 222, 

b) osobowy: 1,85<c<1,53; 195 <I, < 220, 

c) towarowy: 1,27<c< 1,32; 212 < Iz=— 220. 

Przy najmniej korzystnych warunkach pracy silnikow wielkos¢ pradu 
zastepezego wyrazi sie wzorem (5.26a) i przy tych samych wartosciach 
parametrow Vij, nie przekroczy wartosci: 


a) posgpieszny: Iz max=V421:177=273A, 

b) osobowy: = Izmax=V/421-144=246A, 

c) towarowy: I, max = V 421-167 =265A. 

Przy wszystkich rodzajach pociag6w prowadzonych lokomotywa uni- 
wersalna wielkos¢ pradu zastepczego silnikéw tej] lokomotywy otrzyma- 
lismy tego samego rzedu. Przyjmujac gorna granice tego pradu (to jest 
222 A) jako prad mocy ciagtej silnika na jego zaciskach bedziemy mieli: 


N-=UI.yn=1500 - 222-0,9=300 kW. 
Przy zatozeniu najmniej korzystnych warunkow pracy lokomotywy, 
to jest wytacznie pradem maksymalnym, mielibysmy: 
N.-=1500:273-0,9=370 kW. 


Otrzymana bardzo mata moc silnikéw trakcyjnych lokomotywy uni- 
wersalnej typu BB tlumaczy sie zalozonymi bardzo tagodnymi warunkami 
pracy lokomotywy (patrz tablica 4). Warunki te nie uwzgledniaja w szeze- 
golnosci przypadkéw zatrzymywania pociagéw pod sygnatami, a wiec 
skrécenia odlegtosci miedzyprzystankowej, oraz koniecznosci wyr6wnywa- 
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nia awaryjnych opdznien pociagéw, wymagajacej podniesienia szybkoéci 
technicznej i handlowej pociagu, przede wszystkim przez podniesienie 
szybkoSsci poczatku hamowania, a powodujacej znaczny wzrost jednostko- 
wego zuzycia energii, a jednoczesnie tym silniejszy wzrost mocy lokomo- 
tywy. Dlatego przy obliczaniu mocy znamionowej silnikéw trakcyjnych 
nalezy uwzglednic ewentualne pogorszenie sie warunkéw ruchowych ich 
przysziej] pracy przez odpowiedni dobér wielkosci poszezegélnych para- 
metrow, w szczeg6lnosci szybkosci hamowania i szybkosci technicznej oraz 
odleglosci miedzyprzystankowej. 

Podany przykiad obliczenia mocy lokomotywy wykazuje, jak stosun- 
kowo niewielkiej potrzeba bytoby mocy dla prowadzenia pociagéw w nor- 
malnych warunkach ich pracy. Oczywiscie tak lagodne warunki pracy nie 
moga by¢ przyjmowane przy projektowaniu lokomotywy elektrycznej. 

Jesli na przyktad uwzglednimy dodatkowe zatrzymania pociagu osobo- 
wego pod sygnatami w ilosci 20°/o zatrzyman rozktadowych, to dla utrzy- 
mania zalozonej szybkosci technicznej konieczne bedzie znaczne skrécenie 
ezasu biegu pociagu bez pradu i podniesienie szybkosci poczatkowej hamo- 
wania. Jednostkowe zuzycie energii a z nim i prad éredni wzrosna wtedy, 
jak wynika z obliczen o ponad 30°/o, poniewaz zas w tym samym mniej 
wiecej stosunku wzroSnie i czas wzgledny pracy silnika, prad zastepczy 
wzrosnie o okolo 15°/o (patrz wzor 5.18). Moc ciagta silnika dla najmniej 
korzystnych warunkéw jego pracy wyniesie wiec przy tych zatozeniach: 


N-=370-1,15=425 kW. 


Metoda ‘analityezna obliczania jednostkowego zuzycia energii trak- 
cyjnej [7] oraz podana wyzej metoda obliczania wspétczynnika c pozwa- 
laja, dla danych w zalozeniu warunk6éw pracy lokomotywy, obliczyé z gory 
jej moc znamionowa, tak ze pdzniejsze sprawdzanie tei mocy na podstawie 
pradu zastepcezego jest juz zbedne: jak wynika bowiem z przeprowadzone}j 
analizy, prad zastepcezy nie moze przekroczyé¢ obliczonej analityeznie jego 
gornej granicy ze wzoru (5.10), jesli przejazd analityezny wykonany bedzie 
w zalozonych warunkach, tzn. jesli do tego przejazdu beda uzyte czy tez 
w jego wyniku uzyskane zatozone uprzednio wysokosci poszezegélnych 
parametrow (koncowa szybkos¢ rozruchu oporowego i poczatkowa hamo- 
wania, szybkos¢ maksymalna i te¢chniczna, czas biegu pod pradem itd.). 

Jednakze wielkos¢ pradu zastepczego, stanowiaca powszechnie gléwne, 
au nas dotad jedyne kryterium dla oceny mocy silnika trakcyjnego, nie 
jest kryterium wystarczajacym. Jak wynika z poprzednich rozwazan 
(rozdz. 1—4), samo zalozenie, na ktérym opiera sie pojecie pradu zastep- 
ezego, nie odpowiada w silnikach trakcyjnych istotnemu stanowi rzeczy, 
gdyz nie uwzglednia strat o przebiegu innym niz proporcjonalnym do 
kwadratu pradu. Nastepnie, jak wynika z rozdziatu 4, prad zastepczy 
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<2 obliczony ze wzoru (4.1) lub tez (4.2) nie pede pees odpowiadaja-_ q 
cego ilosci ciepta wydzielonego rzeczy wiscie w silniku, co spowodowane 
jest nieuwzglednieniem z jednej strony witaSciwego charakteru strat sil- — 
nika, z drugiej za’ — jego biegu bez pradu. A wreszcie nawet wielkosé 
pradu, nazwanego wyzej rownowaznym, przy ktorym wydziela sie ta sama 
‘ilos¢ ciepla co przy rzeczywistym zmiennym obciazeniu silnika, nie sta- 

-nowi jeszcze wystarczajacego kryterium dla oceny mocy silnika, poniewaz: 
1. przyrost temperatury silnika nie zalezy wytacznie od stopnia jego na- 

grzewania, lecz takze od chlodzenia, ktorego intensy wnosé zmienia sie 
w zaleznosci od obciazenia i obrotow; 

: 2. Sredni stopien nagrzewania sie silnika mdéwi jedynie o Sredniej, a nie 
o maksymalnej temperaturze silnika, ktora dopiero decyduje o mozli- 
wosciach i przydatnosci silnika o danej] mocy do zatozonych dla niego 
warunkow. ; ‘ 
Z powyzszego wynika, ze jedyne kryterium oceny nagrzewania sie 

silnika trakcyjnego stanowi¢ moze tylko przebieg jego tempera ed 

‘ w funkeji drogi pociagu. 

Obliczenie takiego przebiegu temperatury musi byé oparte na wyni- 
kajacych z teorii nagrzewania sie silnika lub otrzymanych doswiadezalnie 

= _ krzywych nagrzewania sie i moze byé uzyskane na drodze analityeznej 

< lub wykreSlanej r6wnoczesnie z przejazdem analitycznym. 
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4. ABOPCKH 


ARHAJIH3 PABOTbI NOE3HHOTO SIEKTPOOBHITATEIA 
(AnanutnueckuH MeTogx pacuéTa MOUIHOCTH 9/1€XTPOBO3Aa) 


‘ Pe3tome 

ee : 

fIpu npoektHposaHuu deKTpUpAkayun sKSMe3HSIX BODOr BOSHHKAET CpesH ApyrHx 

_ HEOOXOAMMOCTh ONpPeMeNeHHA MOWHOCTH 9eKTpOBO30B. Ilo cux Mop HeT MeTOga, Malo- 
1Wero BO3MOXKHOCTb pacuéta STOH MOUIHOCTH MpAMO Ana 3apaHee onpenenSHHbIx ycnoBun 
pa6orbi siexTposo3a, [losTOMy STY MOUHO2T onpenensioT cneppa npHOgM3uTeEMbHO 
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jHa ria3” Ha OCHOBaHHU OMbITa MpoeKTupyiowero, a 3aTeM No NpepBapuTeNbHOMy npo- 
exTy 3NEKTPpOBO3a UM MOACYETY ero TATOBLIX XaPaKTEPHCTHR MpOH3BONAT HA OCHOBaHHH 
‘9Tux HAaHHBIX, PA, AHAJIMTHYECKUX MOE3HOK C PaSHbIMH Noe3qaMH, NpesBAAeHHLIMH qna- 
‘9Toro 9NERTpOBO3a HU NO MpesBUAeHHHIM Fa HAX MapuIpytam. B pe3ynbTaTe sTHx NOe3HOK 
nomy4aetes cpeAM Apyrux BeMM4HHa CPEMHERBAApATHYHOrO ToKa ABUTAaTeNel 2IEKTPOBOsa, 
COCTaBAIOWerO KPHTEpH ANA OWEHKM NpaBHJIbHOCTH H36paHHOM MpesBapuTeNbHO MOLL- 
HOCTH NOe3qHBIX ZNeKTpOABUraTenew: ecm NONyYeHHBIM cpeqHeRBanpaTHYHbl TOK He 
Oonbilie TOKA MOCTOSHHOM MOLJHOCTH ABHraTenei uN 6H30K eMy, MOXKHO CUMTAaTb H3OpaH- 
HY!0 MOUIHOCTb DBUraTesei npaBHNbHOH ; B MpoTHBHOM cyy4ae CNenyeT, HA OCHOBAHHH 
nonyyénuoli MocNe aHaMMTHYeCKUHX TOe3FOK BEMHYMHbI CPeHHEKBaApAaTH4HOrO TOKa MpH- 
HSTb HOBYIO BENMUMHY. MOLIHOCTH 3IERTPOBO3a, NOLOOpaTb BHOBb COOTBETCTBYIOLUIME [BH- 
TaTenu uv mepefayy, MogcuuTaTb TATOBbIE XapakTEPHCTHKH 9EKTPOBO3SAa, a 3aTeM Ha 
OCHOBaHHH 9STAX DaHHbIX NpOMSBORUMTb BHOBb aHaJINTHYECKHE MOE3ARM C LEIO MPOBeEpRKH 
‘epeau Apyrux cpenHeKBampaTHu4Horo TORKa S1eKTpomRHratTenel. 

PacemoTpeHHbii BbIWe MeTO NOGO6oOpa MOLIHOCTH Noe3sqHbIX 3SNeKTpOABHraTenen 
WyTémM ucnbiranu saBiseTcs, KOHEYHO, BECbMa KpONOTNMBbIM HW TpeOyeT B OCOOeHHOCTH, 
YUHTbIBaa HEOOXOMMMOCTS Mp 3TOM MeTOME aHaNMTHYECRUX NOe3HOR, NPODOMKUTEMBHOTO 
BPeMeHH Asif MpOeRKTHpyIOWlero, — BpeMeHH HACHHMTbIBAeMOTO OObIKHOBEHHO COTHAMM 
“YacoB. 

: Jina paspa6oTKH mpo6sembl, KAKO aABNaeTCA HEMOCTaTOK Rakoro-nHOO MeétToga, O- 
TIYCKAIOWIETO BO3MOXKHO TOYHO ONpesenuTh 3apaHee HEOOXOMUMY!O MOLIHOCTh MOe3AHBIX 
9eKTpogBuratenei, AaBTOPp NpOBOLMT aHanv3 NOTEpb MU KOIPPHUMeEHTA MONE3HOrO AEKCT- 
BUA WBHratTens, a 3aTem uccnemyerT 3Ha4yeHve BENHYHHbI CpeAHeEKBALpATUYHOrO TORA, BbI- 
‘BOUT 3ABUCMMOCTb MEXKLY CpeAHEKBALPATHYHbIM TOKOM UM TOKOM MOCTOAHHOM MOLIHOCTH — 
© OJHOH CTOPOHLI, H MexKaY CpeqHEKBapaTHYHbIM TOKOM M CpegHuM — c Apyrou, npu 
4HéM B pe3yibTaTe NPpHBeMEHHOrO aHanu3a cTaBHT CNeLYWOUMe TE3SHCbI: 

5 1. TlorepH noe3qHOro 3nekTpOABUMraTena MOXKHO BbIPasHTb B BAe CyMMbI NMepeMeH- 
‘noi BeNMYHMHb! APcu, ABMAIOUeHCA MOTepeH B OOMOTKAX, NPONOPKOHaNbHOH KBaspaTy 
TOKa, H HEKOTOPOH NocTOsHHOH BenN4Hb! AP;, BMelaIOWeM BCe OCTaNmbHbIe MOTepH 
mpuratensa: AP=APeu+AP-=RI*+const rae R nonnoe conpoTuBneHuve enw noe3sqHoro 
‘SERTPOABUTaTena MpH NepeMeHHOM TORe. j 

2. HanOonbiiu KRosppuyvent none3Horo FevcTBUuA AalOT NOe3AHbIe SNERTPOMBHTA- 
TeNH Npv TakoM TOKe Jy, Mp KOTOPpOM nepeMeHHbIe MoTepu gaBuraTend APcu paBHbl HO- 
“CTOSHHbIM. COOTBETCTBYIOlad STOMY TOKY CTeMeHb Harpy3KH ABHraTeNsA ay, T. 3H. OTHO- 
‘luenHve Toka Jy K TORY MOCTOAHHOM MOWHOCTH Ie, paBHa KBaQpaTHOMY KOPH!IO H3 OTHO- 
‘WEHHS MOCTOAHHEIX MOTepb K MOTepsM NepeMeHHBIM NpH MOCTOAHHOKM MOWHOCTH: 


| /{ AP 

z, oe ay | ($e). 

3. Creneub warpesa p~Buratens y’,T. e. oTHOWIeHHe nOoTepp AP npu maHHoM ToKe 
K Notepam APeu, MPH TOKE MOCTOAHHOH MOLWHOCTH 3aBHCHT HE TOMbRO OT Harpy3KH BBHTa: 
‘TENA Gd, T. €. OT COOTHOWIEHHA COOTBETCTBYIOUJHX TOKOB I u Ic, HO TaK}KE OT YKASAHHOTO ; 
BbILUe MapamMeTpa ay, NpH 4EM Ero MOXHO BbIPasHTb Hopmynonw 


2 
. 2 
| “ ‘ a, ra 


a,rl 


Takum o6pasom npu a<l oH BCerfa HUE CTENEeHH NOTep b @*, NONyYaemoro B pe3sybTAaTe 
“nmpepnocsinku pH OMpemeneHHH NOHATHA CpeOHEKBagpaTHYHOrO TOA. 
. 4, CpeqHekBagpaTH4Hbil TOR 91eEKTpooBUraTena Bcerma Oonbwule ,,9RBUBANCHTHOrO” TO- 
ka T. €. TAROTO, MPH KOTOPOM BbIJENAETCA CTOJIbKO-2KE Tensotbl. Kak H pw felicrBytenb- 
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Hoi MepemeHHOM Harpyske ABHraTens, npHyém CooTHOWeHHe 3THx TOKOB =I; I, npen 
cTapnsioulee CcoGoH yRasaTenb 3anaca MOUWJHOCTH ABUraTess, paBHO: | 


oe 


p=Vitair ; ; | 


THE T — OTHOMWEHHE NPOLOMKUTENBHOCTH xOZa DRHTaTend 6€3 TOKa K MOJHOMY Bpe-} 
MeHH xODa SNERTPOLBHTaTeA MW Bs OGbINHO BCTPEYaeMbIX ECNHYHH KOSPPHUHEHTOR 


Gn HW T) KONeOneTca B npenenax 
11<6<1,3 

5. OTHoweHHe C CpeRHeKBaspaTHHOro TOKA K CPpe€AHEMY TORY MOesqHOrO SNeKTpO-} 
QBHraTenA DByYCTOPOHHE OFpaHHyeHO, NMpHyém STH FpaHHUbl MO¥HO NOMCuMTATh 3apa-! 


HEE, HCXONA H3 3aBHCHMOCTH 


den = am 
\/ io <e< Vo +u—Qutp 
rp 


re Tp — OTHOWEHHE BpeMeHH paboTb! BBHraTeneit MOA TOROM K TOMHOMY BPeMeHH. HX! 
xona, | 
0 — OTHOWIEHHE MakCHMaIbHOrO TOKa JBHraTenaA K CpeDHeEMY TORY, 
#4 — OTHOWIEHHE MHHMMAJbHOrO TOKa ABHraTesA K CpeMHEMY TORY. 
HeoOxonumyro wna nopcuéta napameTpoB @ U4 “ BeNHYMHY CpefHero TOKa DBUra- |} 
TesIA MOXHO MOMCHHTaTh Ha OCHOBAaHHH opMyNbI 


j,VG 


\ 
rae m — 4vCNo ABHratTeneH B 9NEKTPOBO3e, 
U — Hampsskenve Ha 3axkKHMax DBHraTens — BONbT, 
V — cpeguss cKopoctb noe3ya — km/4ac., 


G — nOnHbIK Bec noesfa, B TOHHAX, 
jo — YOHENbHOE, T. H. Kasxkyujeecs’ mMoTpeOmeHHve SHEprHH, NOLCYWTaHHOe aHaNMTH- | 


’ -' 2 


BT-% 
TKAMA 


‘YUCCKRHM METOLOM B 


6. Tak Kak nNapameTpbl @ H & NA FaHHOrO ABHraTeNA HW WaHHbIX 3apaHee yCnoBHi 
pa6oTb! SNeEKTPOBO3a BO3MOXXHO NOMCUMTATb BMOJHE TOYHO, a NapaMeTp Tp WA WaHHoro |} 
pona moesqa, RaHHbIX YCNOBHH DJBYSKEHHSA HM MpesNpHHATOrO cnocoba BeZeEHHSA Moesza, — | 
MO}XHO NIPHHSTb BNepéf c MOCTaTeyYHOH NA TEXHHYeECKHX Lee TOYHOCTbIO — MOSTOMY 
BO3MOXEH NPAMOH NoWcuéT ANA NPHHATbIX 3apaHee YCNOBH paOoTbl 31eKTpOBO3a, 
OObIKHOBEHHO CpaBHHTEJIbHO Y3KHX rpaHHl, KOSsPpuuHeHTa, T. €. M CpeqHEKBagpaTH4Horo 
TOKa. TakHM OOpa30M NpoBepka cpefHEKBaApaTHYyHOrO TOKa MyTEM aHaNHTHYeCKUX NO- | 
€30K ¢ STOH WEbIO ABJIAETCA H3MHLIHEH, a HOMMHAIbHY!O, MOCTOAHHY!IO MOLMIHOCTb SuIeK- | 
TPpOBO3a UW B KB, Mbl MOXKEM Cpa3sy NOACYHTATb, MPHHHMad” BePXHIO!O rpaHHLy KoIpdxi- 


uWHeHTa c No bopmyne 


1000 1000 © “i 


7. BenuyunHa cCpefHekBagpaTHyHOro TOKa MOyYeHHAadA MPKBEAEHHbIM METOAOM 3a- 
BHCHT OT NPHHATOM MpeABapHTeNbHO BENMYMHbI KOMP puuMeHTA Tp. IIpHynHOM BO3sHUKa- 
1OWEH BCEQCTBHE TOTO HEKOTOPOH akyNbTaTHBHOCTH MOyYeHHOrO pe3syNbTata sABIE- 


1 Cmortpu [4]. 
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eTci HE METOR aBTopa, HO HOHAA 3ABHCHMOCTb CPpeAHERBALpaTHYHO"rO TOKAa OT yCNOBHA 
pa6orTbi 971eKkTpoOBO3a u cnocoba BeneHua ero. Yem paOota 37eKTpomBHratenen OyneT 
MeHee moOcTOsHHad” a Oonee NPepbiBuctas, MO COEFEKTHBHbIM NpHuvHam, Kak MepemMeH- 
HOCTh Npomuna NMHMUM, WH CyObeEKTMBHEIM, KAK NPHHATLIM MALUMHUCTOM Ccmoco6 BeneHUus 
noesqa— Tem Bbilwe OyzeT OTHOWIEHHE CPeMHEKBagpaTHY’HOrO TOKA K CpesHeMy. T. e. 
Tem 6onbuie HarpeB ABBMraTeneli NO OTHOWIEHHIO K HCNONHEHHOH 3dexTHBHOK Ux 
pa6orte. 

Ha OcHOBaHHH Mpow3BeMeHHOrO aHamv3a aABTOP MPHXOGUT K 3aKMIOYCHHHO, XOTS 
C MOMOWIbIO NOZAaHHOTO HMM Me€TOBa BOSMOXKHO NOMCYHTaTb 3apaHee Ana npegonpene- 
Ne€HHbIX YCNOBUM PpaOoOTb! SNEKTpOBO3a MpeweNbHbIe BEMHYHHb! CpeHeEKBaLpaTHYHOrO 
TOKa, CNeEHOBaTeNbHO H MOLIHOCTH 93IEKTPOBO3a, ODZHAKO OKOHYATEJIbHbIM KPHTeEPHeEM 
BbiIOOpa MOUIHOCTH MBUraTena FOMKeH ObITh He CpefHeKBaypaTHYHbIt TORK ABUraTessa, HO 
HW300paxReCHHbIM aHaNMTHYeECRHM UNH HavepTaTeNbHbIM METOROM Xo ero TeMMepaTypbl 
KAR PYHRUMM NyTH Moe3za. 


CZ. JAWORSKI 
ANALYSIS OF THE TRACTION MOTOR PERFORMANCE 


(An analytical method of electric locomotive rating computation) 


Summary 


When projecting railway electrification schemes one has to find the power of 
the locomotive. There is no known method of computing it beforehand for given 
conditions of the locomotive performance. Therefore to start with, the locomotive 
power is assumed approximately according to the experience of the designer. After 
the preliminary design of the locomotive and the computation of its traction charac- 
teristics a number of analytical trials is performed with the assumption of diffe- 
rent trains for the given locomotive and for the given lines. As a result of such 
trials the value of the equivalent current of the locomotive motors is obtained. 
This current is the criterion of the proper estimation of the traction motor rating. 
If the equivalent current approaches but does not exceed the continuous rated 
current of the motor, the motor rating is considered to be properly chosen, Otherwise, 
a new value of locomotive rating is assumed from the value of the equivalent cur- 
rent obtained out of the analytical trial computations, new motors and gearings are 
chosen, locomotive tractive characteristics are calculated and new analytical trial 
computations are undertaken in order to check the equivalent current of the motor. 

The described experimental method of finding the traction motor rating is of 
course very tedious and requires hundreds of working hours of the designer, because 
of the necessity of the analytical trials, 

In order to fill the gap caused by the lack of a method allowing with sufficient 
accuracy to find out beforehand the traction motor rating required, the author 
introduces an analysis of the losses and efficiency of the motor. Then he investigates 
the value of the equivalent current, deduces the relations between the equivalent cur- 
rent and the continuous rated current on the one side, and between the equivalent 
current and the average current on the other. The results of the analysis are given 
as follows: 
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and to a comstant AP,, representing the ee losses: 


= = AP=AP eu +AP,-=RI°+const, 


where R — is the total A. C. resistance of the traction motor eed : 

2. The highest efficiency of the traction is obtained at such a value of thal | 
current In, when the variable parts of the motor losses 4Pcu are equal to the constant | 
losses, The corresponding motor loading a,, ji. e. the ratio of the current In, ‘to the - 
continuous rated power 1,, is equal to hie square root of the ratio of the constant “ 

to the variable losses at the continuous rated power: 


ml hy 

3. The degree of motor-heating y’, i.e. the ratio of the losses AP at the given 
current to the losses 4Pe at the continuous rated current depends not only on the 
motor loading a, i, e. the ratio of the corresponding currents I and I,, but also on 
the above parameter a, and may be expressed by the equation f 


a, +a? : fe 
antl , / ; 5a 
: The degree of motor heating, when a> 1 is therefore always lower than 

degree of heating o?, which follows from the definition of the equivalent current, 

4, The equivalent current I, of the traction motor is always higher than the 

» substitute’ current I, i.e. a current which causes such heating as in the case of thi 


real variable loading of the motor. The ratio of the current P=1.:1,, wie ‘give™ 
: the measure of the overrating of the motor, is : 


B=V 1+a;t» ¥ 


where ,t% is hes ratio of the no-load run time of the motor to the total time of a 
_ motor run, For the usual values of the coefficients 4, and 7% ey 


eae i bas EP FY bs, f 


= 


5. The ratio c of the equivalent current to the average current of a traction 
motor is limited on both sides and the limits can be found beforehand from hi 
following formula: 7 


V/2-<c< Vorname, . bs, =A a | 


: _where tp — ratio of the load run time of the motor to the total run time, 


o — ratio of the maximum current of the motor to the average current 4 
“ — ratio of the minimum current of the motor to the average current, ; 
ce In order to find the parameters 0, #, and c we calculate the value of the averag 
current using the equation: . Pio 
me ; ig VG ee 
5 Lees eae foe : 
i ‘ mu 


vhere a ae number of pbetahs in a locomotive, : 
es U — motor terminal voltage in volts, 
V — average speed of the train in km/h, 
G — total weight of the train in tons, 


‘sp oe Ae : 5 . t _ Wh 
J,— unit ,apparent“* power consumption computed analytically in- je 
pK 


hs 6. The parameters 9 andj for a given motor and conditions of locomotive work 

| «an be accurately calculated. The parameter T, for the given kind of train, condi- 

| tions of traffic and assumed speed-time curve may be assumed with sufficient < 
accuracy for technical purposes, Therefore it is possible to calculate beforehand, for 

the given conditions of locomotive work, the relatively narrow limits of the coef-—— 

| ficient c and consequently the equivalent current. DMEF 

It is therefore unnecessary to perform analytical trial ‘calculations in order fa 

check the equivalent current values. The rated power of the locomotive can be cal- 

_ culated beforehand, deriving the upper limit of the coefficient c from the formula 


; _ mU  cjVG 
Hs 1000 1000 * ee 
ra 7. The value of the equivalent current obtained analytically depends on the assu- _ a 
' med value of the coefficient tp. However, the arbitrary result is not caused by the 


proposed method, but by the exact relation of the equivalent motor current to the x 
- conditions of the locomotive work and its time-speed curve. 


Bs The less continuous the working of the coach-motors, i. e, the more it is inter- - ae 
B rupted as a results of objective causes — like frequent changes of the road-profile— = 
or subjective causes — like the mode of driving — the higher will be the ratio of 
© “equivalent to average current and the higher will be the motor heating compared aes F 


-with the effective work done. 

On the basis of the analysis the author concludes, that by means-of the described 
method it is possible, for assumed conditions of the locomotive performance, to 
- compute beforehand the limiting values of the equivalent current and, in consequence, 
_ the power rating of the locomotive: The final criterion of selecting the motor power — 
_ ratimg should be, however, not the equivalent current of the motor, but the analy- — 
7 tically or graphically obtained motor-temperature curve as function of the distance 
) _ covered by the train. - ; 


\- * See; [4]. ' ius: 
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Rysunek 4 powinien byé obrécony o 90° w lewo 


Rysunek 5 powinien byé obrécony o 90° w prawo. 
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é 
Komitet Redakcyjny prosi autoréw o ulatwienie prac redakcyjnych zwiq- 
| zanych z przygotowaniem do druku nadestanych artykulOw przez prwestrze- 
Zanie podanych wytycznych przy przygotowaniu maszynopisu: 


1, Prace powinny byé napisane pismem maszynowym, na_ pojedynczych 
arkuszach formatu A4, jednostronnie, z interlinia (co drugi wiersz), z mar- 
ginesem 3 cm z lewej strony. Stronice numerowane, Artykuly nalezy 
nadsylaé w dwéch egzemplarzach. ‘ 


2. Wzory i oznaczenia nalezy wpisywac¢ recznie, czytelnie, uzywajac jedynie 
liter tacinskich i greckich, Wskazniki nizej liter i wykladniki poteg pisaé 
nalezy szczegélnie doktadnie i wyraznie. 


3. Kazda praca powinna by¢ zaopatrzona w krotkie streszczenie (analize) 
w jezyku polskim do 25 wierszy maszynopisu oraz obszerniejsze stresz-~ 
czenia (do 20°/o objetosci artykulu) w jezyku rosyjskim oraz angielskim, 
francuskim lub niemieckim. W razie niemoznoéci nadestania streszczenia 
w jezyku obcym autor dostareza odpowiednie streszczenie w jezyku pol- 
skim w trzech egz. z jednoczesnym wpisaniem, o ile mozno$sci, terminologii 
w jezyku rosyjskim oraz w jezyku obcym. 


4. ‘Rysunki, wykresy i fotografie nalezy wykonywaé na oddzielnych arku- 

szach z podaniem kolejnych numeréw rysunkxéw. W tekscie i na margi- 

( nesie, obok wlasciwego tekstu, nalezy poda¢ jedynie odnogny numer 
rysunku, Ostateczne wykonanie rysunkOw obowiazuje Redakcje. 


5. Wszystkie rysunki, wykresy i fotografie nalezy nazywac w tekscie rysun- © 
: kami (skrét: rys.) i nie uzywaé okreSleh jak figura, szkic, fotografia. 
U samego dolu rysunku (a~przy fotografiach — na odwrocie) nalezy 
wpisaé czytelnie numer rysunku, napis pod rysunkiem, ‘tytut pracy i naz- 
wisko autora. 


6. Wszystkie tablice (unikaé zbyt duzych) podobnie jak rysunki nalezy wyko- 
nywaé na oddzielnych arkuszach i numerowaé kolejno liczbami arabsximi, 
U géry kazdej tablicy podaé tytul (napis) objaSniajacy. 


% Po zakoficzeniu artykutu nalezy poda¢ wykaz literatury, wymieniajac 
w nastepujacej kolejnosci: nazwisko autora i pierwsze litery imion, petny 
tytul dziela lub artykultu, tytut czasopisma, tom, numer zeszytu, rok 
i miejsce wydania oraz ewentualnie numer strony, Pozycje powinny byé 
ponumerowane w kolejnosci alfabetycznej autor6w; w tekScie — powo- 
lania na numer pozycji w nawiasie kwadratowym, np. [3]. 

8. Autorowi przystuguje bezplatnie 25 egzemplarzy odbitek pracy. Dodatkowe 

_ egzemplarze autor moze zamdéwié w redakcji na wtasny koszt przy prze- | 

sytaniu korekty swej pracy. ’ 


f Uwaga: Autora obowigzuje korekta autorska, kt6ra nalezy zwracaé w ciagu 
8 dni pod adresem: Redakeja ,,Archiwum Elektrotechniki“, Warszawa, Ko- 
-szykowa 75, Politechnika, Gmach Elektrotechniki, Zakiad Elektroniki PAN. 


- tel, 8.32.04. 


